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【摘要】对一个与并行结构和通信网络设计密切相关的图论公开性问题进行了研究。讨论了图的结点数为n，

连通度至少为k，k-直径至多为d的条件下的最小图问题，给出了一般条件下最小图边数条数的上、下界，在此基

础上，得到了两种条件下最小图边数的计算公式，结合已有的图论结果，对文中所提到的最小图进行了构造。 
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Abstract  One of the open problems in the graph theory is to find the minimum number of edges 

required for a graph of order n. A class of graphs with connectivity of at least k and k-diameter of at most 

d is studied in this paper, and an upper and a lower bound of the minimum edges of the graphs under 

general conditions are offered. Based on this, the calculation formulas of the minimum edges in two 

specific situations are also given. In addition we suggest the approaches to costruct the minimum 

networks as mentioned above. 
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在并行结构和通信网络的设计中，往往希望构造一个满足一定条件的最小网络，即满足条件链路最少

的网络，以减少网络材料开销。若把网络结点看着图的顶点，链路看着图的边，一个网络可以模型于一个

图。本文将对图的顶点数为n，连通度至少为k，k-直径至多为d的条件下的最小图的边数问题进行分析研究。 

1  有关定义 

在文献[1]中介绍了有关图的容器(Container)理论和它的发展现状。容器是对单路径的扩充，在此基础上，

扩充了图的连通度和直径的概念，提出了图的宽距离和宽直径的概念。设G表示一无向简单图(图中无自环、

无平行边)，u、v表示图G中的顶点(也称为结点)，V(G)表示图G中的顶点集，概念定义如下[1]。 

定义 1  图G的两顶点间的一个容器C(u,v)是u、v间所有顶点不重合的路集合；容器C(u,v)的宽度是指该

集合的势，记为w(C(u,v))；容器C(u,v)的长度是指这个路集合中最长路的长度，记为l(C(u,v))。 

定义 2  图G中的两顶点u、v之间的w-宽距离是指u、v之间所有宽为w的容器长度的最小值，记为dw(u,v)，

即：dw(u,v)=min{l(Cw(u,v)), u≠v}，其中Cw(u,v)表示u、v之间宽度为w的容器。 
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定义 3  图G中两顶点u、v之间的最优容器是指u、v间所有宽度相同的容器中长度最小的那一个。 

定义 4  图G的w-宽直径是指图G中所有点对u、v间的宽为w的容器的长度的最大值，即： 

{ }( ) max ( , ) , ( ),w wd G d u v u v V G u v= ∈ ≠  

图G的w-宽直径dw(G)在网络中的意义是描述网络中信息分包传送的时间延迟。所谓信息的分包传送是

指当网络的传输带宽有限时，为加快数据传输，可以把需要传送的数据拆成w个小包，然后沿w条内点不相

交路分别同时传输。 

图G的连通度是指使图G不连通而需去掉的最少顶点数目，n阶完全图的连通度定义为n−1如果图G的连

通度为k，则记为k(G)。 

明格尔定理指出：一个图 是k连通的，当且仅当图的任何一对结点间至少存在一个宽为k的容器。 

定义 5  设k,d,n为三个正整数，且d<n，k<n，定义图集： 

{ }( , , ) ( ) , , ( )kH k d n G V G n G k d G d= = 的连通度≥ ≤  

定义 6  e(G)表示图G的边数，定义： { }( , , ) min ( ) ( , , )h k d n e G G H k d n= ∈ 。 

2  主要结果 

引理 1[2]  设G为图，d (v)表示G中顶点v的度数，则： 

( )
2 ( ) ( )

v V G
e G d v

∈
= ∑                                     (1) 

引理 2[2]  设G为图，δ (G)表示G中顶点的最小度，k(G)表示G的连通度，则： 
( ) ( )k G Gδ≤                                        (2) 

定理 1  对任意的正整数k，d，n，且k<n，d<n有： 
( 1)

( , , )
2 2

kn n n
h k d n

− 
 
 

≤ ≤                                 (3) 

证明  对 ( , , )G H k d n∀ ∈ ，由式(1)、(2)有： 

( )
2 ( ) deg( ) ( )

v V G
e G v G n knδ

∈
= ←→∑ ≥ ≥                           (4) 

于是得： 

( )
2

kn
e G  

 
 

≥                                        (5) 

若令 k=n−1, d=2, 则 ( , , ) nH k d n K= ，因此有： 
( 1)

( , , )
2

n n
h k d n

−
=                                    (6) 

由式(5)、(6)便获得定理1的证明。 

引理 3[3]  若n阶简单图是k连通的，则其k直径满足： 

( ) 1kd G n k− +≤                                    (7) 

{ }( , ) max ( )kf n k d G G n k=令 是 阶 连通图 ： 

引理 4[3]  设2 1k n −≤ ≤ ，则f(n,k)=n–k+1，若 2 5k +≥ ≥
2
n

，且kn为偶数，或者 2 2 4n k= − ≥ ，则

存在n阶k连通k正则图G,满足 ( ) 1kd G n k= − + 。 

定理 2  设 2 1k n −≤ ≤ ，则f(n,k)=n–k+1，若 2 5
2

n
k +≥ ≥ 且kn为偶数，或者 2 2 4n k= − ≥ ，则有： 

( , 1, )
2

nk
h k n k n− + =                                  (8) 

证明   在定理2的条件下，由引理4，存在一个k连通，k正则的图G，使得 ( ) 1kd G n k= − + 即，

( , 1, )G H k n k n∈ − + ，因此可得： 
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( , 1, )
2

nk
h k n k n− + ≥                                  (9) 

由定理1得： 

( , 1, )
2

nk
h k n k n− + ≤                                  (10) 

由式(9)、(10)可得式(8)。 

由定理2，可以求出大量的h (k,d,n)，如取n=100，k=52，d=49，则h (52,49,100)=2 600。 

在定理2的条件下，可以构造出一类连通度至少为k，k-直径至多为n−k+1的n阶最小网络，该网络为连通

度为k，k-直径为n−k+1，结点数为n的正则图，具体方法如下： 

1) 若k=2，则满足连通度至少为2，2-直径至多为n−1的n阶网络的最小网络为n圈C n ；2) 若 3k ≥ ，取

一个k−2阶的2k−n−2的连通图H，构造联图： 2n kG C H− += ∨ ，可以证明，该联图k-直径为： 

( ) 1kd G n k= − +                                     (11) 

事实上，对Cn−k+2中的两相邻顶点x与y，有d k(x,y) = (n−k+2)−1 = n−k+1，由宽直径的定义，有不等式

( ) ( , ) 1k kd G d x y n k= − +≥ ，再由式(7)便可得到式(11)。 

为使G为k正则图，当k=3或n =2k−2时，取H为无边图，在其他情形下，取H为任何一个k−2阶的l-正则l

连通图，其中l=max｛2,2k−n−2｝。 

引理 5[3]  若kn为偶数，且 3k ≥ ，则： 

( , )
2

n
f n k ≤                                        (12) 

定理 3  设kn为偶数，且 3k ≥ ，则： 

( , , )
2 2

n kn
h k n  =  

                                    (13) 

证明  当 3k ≥ 且kn为偶数时，存在Harary图Hk,n，由引理5有： 

,( )
2k k n

n
d H ≤                                        (14) 

故有： 

( , , )
2 2

n kn
h k n 

  
≤                                      (15) 

由定理1，有： 

( , , )
2 2

n kn
h k n 

  
≥                                      (16) 

由式(15)、(16)可得式(13)。 

定理3又给出了求大量h(k,d,n)的公式，如当k=3，d=50，n=100时，由式(13)得h (3,50,100)=150。 

与式(13)对应的最小网络的构造可参见文献[2]。 

最后，针对本文研究的问题，再提出一个相应的问题以供研究：求一个连通度为k，而k-直径为d (这里

限制k<n，d<n，k，d均为正整数)的n阶最小网络。 
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