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线性矩阵不等式问题的进化计算解决方法 
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【摘要】针对决定模糊控制中稳定性的线性矩阵不等式问题，提出了用进化计算来解决模糊控制中线性矩阵

不等式的新算法。实验证明，该算法解“用于实现模糊控制的增益调度和稳定性的线性矩阵不等式”是有效的。 
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Abstract  This paper presented a new ideas for resolving linear matrix inequalities using 

evolutionary computation, which decides the stability of the fuzzy model-based control. Experiments 

proved it is a effective algorithm to achieve gain scheduling and stability checking of fuzzy controllor. In 

the end ,two examples conducted in simulations demonstrated the effectiveness of the proposed algorithm 

for solving matrix inequalities. 
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模糊集合理论提供了系统的、以语言表示不确定和模糊信息的计算工具，通过使用由隶属函数表示语

言变量，它还可以进行数值计算。合理选择模糊规则是模糊推理系统的关键因素，并有效地对特定应用领

域中的人类专门知识进行建模[1]。尽管模糊推理系统拥有模糊IF-THEN格式的结构化知识表示，但仍缺少对

变化的外部环境进行适应的能力。而进化计算的根本优点是对外部很强的适应性和提供优化算法以适应要

解决的问题的需求以及对优化算法的各种参数进行调谐，以便能更好地执行算法。 

基于模型的模糊控制的一个核心问题是它的稳定性[2]。一般都是通过线性矩阵不等式来实现模糊控制增

益调度和稳定性检测问题。为最优解决这些线性矩阵不等式，必须获得该问题的有效计算。针对该问题，

本文引入了进化计算，提出了用进化计算来解决矩阵不等式的新算法。 

1  基于模型的模糊控制的稳定性 

对于一个模糊模型系统，模糊模型包含一组IF-THEN规则。在实际中，大多数有效系统是非线性的。为

能在线性模糊模型上应用，必须对这些非线性模型进行改造。为此，设计了下列模糊控制器，通过采用引

入一个反馈增益Ki(i=1，2，⋯，r)的方法来实现对非线性模型的改造。控制规则i如下： 
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                           xi is Mi1  u(t) =−K1[x(t) − xr] + ur 

xi is Mii  u(t) = −Ki[x(t) − xr] + ur                          (1) 

                           xi is Mir  u(t) = −Kr[x(t) − xr] + ur  

式中  xr 是一个状态参考轨迹；ur是响应输入轨迹；Ki是反馈增益矩阵。 

1.1  基本稳定性条件 

如果局部反馈规则通过u(t)= −Ki(t)给出，对于模糊模型来说，它的稳定性条件为： 

0, ( ) ( ) 0,
2 2

T ij ji ij jiT
ii ii i j

+ +
+ < + <

G G G G
G P PG P P ≤                   (2) 

式中  反馈增益用Ki(i=1,2,⋯,r)来表示，Gij =Ai−Ai Kj 。式(2)变为： 

02)1( <+−++ PQPGPG αsii
T

ii                               (3) 

( ) ( ) 2 0,
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ij ji ij jiT i jα
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P Q P ≤                           (4) 

式中  P为正定矩阵，Q为半正定矩阵，α >0。 

1.2  用线性矩阵不等式进行稳定性分析 

为了说明进化计算，本文提供了一系列线性矩阵不等式。式(3)和(4)经过重新整理，用松弛的稳定性情

况，列出最优化式如下：最大化α   X，Y， M1，⋯，Mr   使 X > 0，Y≥0 

−XAT
i−AiX +MT

i B
T

i + BiMj− (s−1)Y−2αX>0，i<j                        (5) 

2Y− XAT
i−AiX− XAT

j−Aj.X+MT
jB

T
i+BiMi+ MT

iB
T

j + BjMi−4αX> 0                  (6) 

式中  X = P −1；Mi = KiX；Y = XQ 

2  正定和半正定矩阵的表达法 

这里描述了一种用进化计算解方程式(2)～(6)的方法。描述控制系统的稳定性情况的线性矩阵不等式，

它包含一组正定矩阵P和半正定矩阵Q。令Θ i (i=1, 2, ⋯, N)为正定或半正定矩阵，这样 

P=Θ i (x) > 0,  i= 1, 2, ⋯, n1                                  (7) 

Q=Θ i (x)≥0，i= n1+1, 2, ⋯, N                                 (8) 
式中  N表示确保系统稳定的正定矩阵P加上半正定矩阵Q的数量；Θ i (i=1, 2, ⋯, N)是矩阵。令Θ i (x)为
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令Λmin(Θ  (x))(i=1, 2, ⋯, N)为Θ  i (x)(i=1, 2, ⋯, N)的最小特征值，那么对于Θ  i (x)(i=1,2, ⋯, n1)成为正定

的必要条件是： 

Λmin(Θ i (x))>0    i=1，2，⋯，n1                        (9) 

对于Θ i (x)(i=n1+1, 2, ⋯, N)成为半正定的必要条件是： 

Λmin(Θ i (x))≥0    i=n1+1，⋯，N                             (10) 

式中  Θ  i (x)(i=1, 2, ⋯, N)是对称矩阵。很容易得到，如果Θ  (x)满足条件： 

Λmin(Θ  i (x))>0                                      (11) 

则  矩阵Θ  (x)≥0；而如果Θ  i (x)满足条件： 

Λmin(Θ i (x))≥0                                     (12)  

则  矩阵Θ  i (x)>0；通过GAs算法解不等式矩阵式(2)～(6)。Ki，P和Q 以及与控制系统相关的其他参数都可

以在基因中被编码[3，4]，并提前设定好种群代的数量，完成了期望值α(或其他最优化目标)后，最优化过程将

终止。在第3部分，用进化算法表达。 
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3  进化计算算法的实现 

GAs是不严格地建立在自然选择和自然进化概念基础上的一种非导数的随机优化技术。从本质上说，它

们是并行搜索算法，是在自然界基因中发现的操作，通过参数空间来指导搜索。无论理论上还是实践上，

GAs都已被证明在复杂空间中，能提供强大的搜索能力，提供了有效的方法解决高效搜索的问题。 

GAs算法是基于种群数量最优化技术。在GAs中，有3个基本操作：选择，交换，变异[4, 5]。选择是从当

前一代生成一组新的种群。选择操作决定哪些个体参与生成下一代的个体。个体基因链按照它们的适应性

函数值被复制在交配池中。交换处理分两步：1) 来自交配池的成员随机交配。2) 每对基因链按照下列方式

交换：位置L沿着基因链在区间[1，l-1]随机被选择，这里，l是链的长度。两个链通过在位置K和L之间交换

产生。变异，是基因链位置的值随机交替的过程。变异能防止整个种群在任何局部的任一位收敛到一个值，

并且更为重要的是，它能防止种群收敛并停滞在任何局部点。因此，由交换操作中得到的好染色体不会丢

失。这里，用进化计算算法解矩阵不等式。算法如下： 

Begin 

t=0;                                        mutate  ak″(t):=m(ak′(t)) 
Initialize S(0):={a1(0),⋯au(0)}∈Iu                  evaluate S′(t):Ft(x(t)) ∪ Ft(x′ (t)) 
Evaluate Fitness:                                select S(t+1) from S(t): 

     








∑

∑

=

=

otherwise,0   

0   ,

1

1
N

k
k

N

k
k

S

Sifζ IF  (Ft(x(t))< Ft (x′ (t)))

    x(t+1) = x′ (t)

Else
≥

≥

 
                                                    x(t+1) = x(t) 

Where  Sk= Λmin(Θ k  (x))(k=1，2，⋯，N)                  t=t+1 

While (Fitness≠termination condition)Do            end 

Begin                                      end 

   recombine ak′(t): =r(S(t))             

解式(2)(3)的一般特征值问题可看成一种研究最佳P和Q的方法。用进化计算算法决定正定矩阵X，半正

定矩阵Y。这里a1，a2，⋯，au是线性矩阵不等式的P、Q和Ki的元素，例如式(2)～(6)。在种群S(t)中，被重

组的种群ak′(t)将通过重组操作r获得。变异操作器m将生成ak′(t)，S′(t)是这两个操作之后，由x′(t)个体组成的

新的种群。下一个种群中的个体，如x(t+1)，将通过估计适应性函数F(t)来选择。通过定义下列适应性函数，

来实现矩阵不等式的一般特征值的求解。适应性函数为： 
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式中  ζ 是常数，Pk是包含Λmin(Θ k(x))的罚因子。 

4  例  证 

例1  非线性系统： 
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下列给出了在固定点(0.425 0，0.241 3)周围的三个线性模型。 
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以上控制的增益调度问题能在式(3)(4)的稳定性条件下，可表示成一个最佳问题。上面所描述的进化计

算最优化算法被应用在系统(Aix(t)+Biu(t)  i =1,2,3)，以便决定控制所期望的反馈增益。P在25代之后可以得
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到 







=

3 456.7106 486.82

6 486.826 125.299
P 。 

模糊控制的反馈增益：K1＝[5.887 7  5.493 1]，K2＝[7.826 6  2.470 8]，K3＝[3.779 8  3.123 2]。图1说

明每一代响应的最佳适应性值。 

    例2  主要说明如何使用线性矩阵不等式来决定系统的增益。为此，本文用著名的倒立摆(也称“车-摆

系统”)这个例子来评价所提出的方法的优点和有效性。非线性模型通过下列两个线性模型给出[5]。 
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把式(5)(6)所提供最优化算法应用在这个系统，可得到P和Q如下： 
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9 05909 64905 2562

9 64903 066989 07847

5 25629 0784776328 3
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p   ，            
















=

98 013.07 293.04 618.0

7 293.09 796.954 866.18

4 618.04 866.1808.978 6

Q  

在α =2.206 8时，得到增益值：K1=[66.992 1，90.032 4，6.641 5]， K2=[64.712 8，77.765 7，11.356 9]。图2

说明每一代响应的最佳适应性值。                                         
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图 2  例 2 的进化过程  

5  结 束 语 

本文介绍了用进化计算解关于模糊控制稳定性中的矩阵不等式问题的一种新观点。在模拟中的2个例子

证明了所提出的方法。结果论述了用所提出的算法解矩阵不等式是有效的。 
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