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离散型种群竞争模型的周期解 
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【摘要】研究了一类离散型种群生存竞争模型的周期解问题。利用射影几何中常用的齐次坐标记法，把非线

性系统用逐次递推的线性形式来表示，得到了判别系统有最小正周期 m 的周期解的一个充要条件。该结果证明了

系统不存在最小正周期m=2的周期解，得出了具有最小正周期m=3的周期解时系统的一般表达式和最小正周期m=3

的一个判定定理。 
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Abstract  In this paper, we study a class of discrete competition model, Us the homogeneous 

coordinates of projective geometry to establish the linear zed equations for the systems, present a 
sufficient and necessary conditions for this systems having periodic solutions with periodic. And us the 
result, we proof that there are not periodic solutions with two period for the systems; establish the 
generality equations having periodic solutions with period with three.  
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人们研究各种类型的离散模型，其中各种生物种群模型的研究受到了广泛关注[1～4]。文献[5]提出了一种

已广泛应用于生态学的重要的种群生存竞争模型系统为： 
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文献[6]研究了系统式(1)正平衡点的全局渐近稳定性，文献[7]对周期系数的系统作了很好的研究。种群
模型周期解显然是一个重要的研究课题，且有广泛的应用价值，本文研究两个种群生存竞争模型： 
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式中  ,n nx y 表示两个种群在第 n代生长期密度， 0, 0> >n nx y ，而 0 00, 0> >x y 为初始值； 0, 0> >α β 为两

种群各自的增长比率，且 ( , 1,2)=ija i j 是正常数，表示种群间生存竞争强度。利用射影几何中常用的齐次坐
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标记法，把非线性系统式(2)用线性化表示，得到了逐次递推的线性方程组，利用线性代数的理论，得到了
判别系统式(2)有最小正周期 m 的周期解的一个充要条件。利用这一结果，本文进一步证明了系统式(2)不存
在最小正周期m=2的周期解；得出了系统式(2)有最小正周期m=3的周期解的一般表达式。 

1  主要结果 

为了简化运算，把非线性的有理分式形式(2)转化为线性表示形式，要引入齐次坐标的记法。在射影几
何中，当引入无穷远元素后，为了解决无穷远点的坐标表示，引入了齐次坐标，对一维通常坐标 x，引入一
个二维非零向量(行或列)例 1 2 1 2( , ) ( , )x x x x τ或 ，对于非齐次坐标 x与齐次坐标的关系定义为 1 2:x x x= ，当 2 0x =

表示无穷远点，当 2 0x ≠ 时，表示通常点有 1 2x x x= 。由于齐次坐标的不唯一性，规定 1 2( , )x x 与

1 2( , ), ( 0)x xρ ρ ρ ≠ 表示同一点，故一般记 1 2( , )x x xρ ρ
∆

= ( 0ρ ≠ 为比例常数)特别 2 1x = 时， ( , )x xρ ρ
∆

= ，( 0)ρ ≠ 。 

定理 1  系统式(2)有最小正周期 m 的周期解的充要条件是系数 , , ( , 1,2)=ija i jα β ，适合下列 4m × 个方

程组成的方程组为： 
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式中  ( )jA 为四阶矩阵，其特征本文将在后面叙述，且不存在 0kk m x x< =有 ， 0ky y= ，但有： 
0 0,     m mx x y y= =                                       (4) 

证明  沿用前述的齐次坐标记法，采用列向量形式来表示。 1 1
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式中  1 1 1 1 1 10 0，j j j j j js k t kλ µ+ + + + + += ≠ = ≠ ，j =0，1，2，3，⋯。这样建立了逐次递推的线性表示形式。
若式(2)具有最小正周期m的周期解，由最小正周期定义有： 
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式中  当 k m< 时， 0 0,     k kx x y y= = 不同时成立，但有： 

0 0,m mx x y y= =                                     (7) 

式(6)和式(7)正是定理1中采用齐次坐标记法下的式(3)和式(4)。反之，若定理1中式(3)和式(4)条件成立，
把齐次坐标记法转化为非齐次通常坐标正是定义中的式(6)和式(7)，也就是系统式(2)具有最小正周期m的周
期解。                         证毕 
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2  m=2、3情形的研究 

m=1，恰为系统正平衡点方程组，本文不再作进一步讨论。m=2，由定理1有等价方程组为： 
0 01 1 2 1

0 01 1 2 1

0 0
,

0 0
x xx x
y yy y

λ α λ α
µ β µ β

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
                       (8) 

011 12 1 11 12 1 2

021 22 1 21 22 1 2

1/ 1 1/ 1
,    

1/ 1 1/ 1
x x
y y

α α λ α α λ
α α µ α α µ

− −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

                    (9) 

显然有 0 1,  0 1, ( 1 2)、< < < < =j j jλ µ ，由式(8)有
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，则 1 21/α λ λ= ， 1 21/β µ µ= ，

1 1 0x xλ α= ， 1 1 0y yµ β= ，由式(9)系统中系数 11 12 21 22, ,a a a a和 适合方程组为： 
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若式(10)中二组方程组系数矩阵及对应增广矩阵秩均为1，可导出 1 2λ λ= 。 1 2µ µ= 。此时即为m=1情形。 
若式(10)中二组方程组系数矩阵秩为2，则 11 12 21 22, ,a a a a和 有唯一解： 
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由 0,( , 1,2)ija i j> = ，则有： 
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由式(12)： 2 1 1 1 2 1 2(1/ 1) (1/ 1) ( )(1 ) 0λ λ λ α λ λ λ λ− > − − + >有 ， 1 2λ λ>则 ， 1 1 2(1/ 1) (1/ 1)µ µ β µ− > − 有 2( µ −  

1 )µ 1 2 2 1(1 ) 0,µ µ µ µ+ > >则 。则 1 2 1 2/ 1 /λ λ µ µ> > 与 1 1 2 1 2 1/ /µ β µ µ λ λ λ α= > = 矛盾。 

同理对式(13)有类似结论，由此有： 

命题 1  系统式(2)不存在最小正周期m=2的周期解。由定理1，m=3时，等价于下列二组线性组为： 
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显然有 0 1, 0 1 ( 1,2,3)j j jλ µ< < < < = ，由式(14)有
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3
1 2 31/β µ µ µ= ，由此， 11 12 21 22, ,α α α α及 适合方程组为： 
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若二方程组系数矩阵和增广矩阵秩均为1，则有 1 2 3λ λ λ= = ，进而 1 2 3µ µ µ= = 也矛盾于m=3的最小性。
故只能式(16)系数矩阵增广矩阵秩均为2，才可能有解。此时必有： 
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不失一般性，可设式(16)二方程组中第一、第二方程可唯一确定 ( , 1,2)ija i j = 即 1 1 0µ β λ α∆ = − ≠ ，否则

可交换 0 0 1 1 2 2( , ) , ( , ) , ( , )x y x y x yτ τ τ 顺序，即适当迭取初始值点。 0( , 1,2)ija i j> = 条件为： 
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由此得到系统式(2)有最小正周期m=3的一般表达式。 
命题 2  已知初始值 2

0 0( , )x y R+∈ ，对二组不全相等参数 1 2 3 1 2 3, , , ,λ λ λ µ µ µ及 。 0 1,0jλ< < < jµ <  

1( , 1,2,3)i j = 记 3
1 2 31α λ λ λ= ； 3

1 2 31β µ µ µ= 。若适合下述条件：1) , , , ( , 1,2,3)i j i jα β λ λ = 适合条件式(17)；
2) , , , ( , 1,2,3)i j i jα β λ λ = 适合条件式(18)或式(19)；3) 1 1 0µ β λ α∆ = − ≠ 。 

则系统式(2)有最小正周期m=3的周期解且一般表达式为： 
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