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4n−2阶发展方程的算子半群 
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【摘要】针对高价发展方程的形式解，将二阶发展方程扩展为时滞分布参数系统标准型中的4n−2阶发展方程，

同时构造内积形成4n−2维Hilbert空间。将4n−2阶发展方程转化为一阶发展方程组，求得4n−2阶发展方程的生成算

子和在一定的条件下生成半群。构造出半群的结构式并证明其具有的基本特征。当n=1时为二阶发展方程型的

Golstein算子半群。 
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Abstract  In allusion to the form solution to high order evolution equation, 4n−2 order evolution 

equation that is one of the best important standard type about time-delay distributed parameter system 
expand from two order evolution equation and construct the inner product to become 4n−2 dimension 
Halberd space at the same time. The generating operator of 4n−2 order evolution equation is obtained and 
it generates a semigroup when 4n−2 order evolution equation is changed into one order evolution 
equation set. The configuration form’s semigroup is constructed and it’s basic character is proved. In 
particular, the semigroup(n=1) intitules Golstein’s .  

Key words  semigroup;  generating operator;  Halberd space;  time-delay distributed parameter 
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由泛函微分系统与偏微分系统的相互渗透而产生的时滞分布参数系统从20世纪50年代开始研究，70年

代逐渐活跃起来，至今已形成一个重要的分支[1～3]。其研究方法主要有：直接分析方法、紧致性方法、单调

性方法、补偿紧致方法、半群方法。半群方法是把具体的实际系统转化成抽象的发展方程(又称演化方程或
进化方程)，在Sobolev空间中利用半群理论获得结论，再将结果转化回原系统。实际系统通常指包含时间变
数t的数学物理偏微分方程，如波动方程、热传导方程、薛定愕方程、流体动力学方程组、KdV方程、反应
扩散方程等通过适当方式耦合的各种耦合方程组，把它们转化为一阶或二阶发展方程。近年来，非线性光

纤光学由于在设计超容量光通信系统中的重要作用，发展迅速。非线性光纤光学原理用时域的偏微分、积

分方程表示，可描述为某种时滞分布参数系统，这些方法均可以用。当单信道比特率超过100 Gb/s时，每个
比特通道必须采用超短脉冲(脉宽≤1 ps)，考虑3次或高次非线性效应等方面的影响[4]，即研究的理论模型已

突破二阶发展方程的范围，需要相应的高阶发展方程理论。本文在文献[5]基础上，讨论了4n−2阶发展方程
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的算子半群，得到了4n−2阶发展方程的形式解。 

1  4n-2阶发展方程 

文献[5]寻找到发展方程 d / d ( )n nx t x f n N= + ∈A 的生成算子生成的算子半群。高阶发展方程的标准型并

不多，其中最重要的是： 
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式中  方程右边为输入条件，左边为系统处理区。阶数不再是任何正整数，而是4n−2 )( Nn∈ ，该方程具有

系统论的典型特征。本文的目的在于获得方程(1)的生成算子生成的算子半群。 

2  Hilbert 空间 

条件 1  exp( ) 0}t t；A ≥ 是Banach空间E中自伴稠定算子A生成的半群，零点在预解集 ( ) { :ρ λ λ=A 使
1( )λ −−I A 为正则算子}中。 

对任何E中的稠定算子B，记 1 0, , 1,2, ,m m m n−= ⋅ = = LB B B B I ， I是E中恒等算子，在定义域

( ) { : , }m mD x x x= ∈ ∀ ∈B B E E 上引入范数: 
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下是一个 Banach空间。记 1 2( ) ( ) ( )n

n D D D−= × ⋅ ⋅ ⋅× × ×E B B B E ，在 nE 上引入范数：
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2( ) ( ) ( ) ( )n
nD M D D D= × ⋅ ⋅ ⋅× ×B B B ,容易证明 ( )nD M 在 nE 中稠密。Banach空间 nE 在内积<y，y>= 2|| ||

nEy 下是

Hilbert空间。 

3  生成算子 

方程 (1)中假定 4 31
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dd, , ,
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1 2 4 2 0( , , , ) (0,0, , ) (0)nx x x fτ τ
−= =L L， = ，X F X X 。方程(1)中A满足条件1，由谱分解定理得 d λ
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，如果iB具有条件1，那么 nM 是方程(1)的生成算子，

4 3n−I 是4n−3阶恒等矩阵算子。 

4  结论陈述   

如果 A满足条件 1，则 nM 具有定义域 (4 3) / (4 2) 1 / (4 2)( ) ( ) ( ) ( )n n n
n nD D D D− − −= × × × ⊆ =LM A A A E  

D (4 3) /(4 2) 1/(4 2)( ) ( )n n nD− − −× × ×LA A E，并且 nM 在 nE 上生成半群{exp( ); 0}nt t≥M 。 
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5  结论证明 

记 i=U B，则 * = −U U , 4 2n−− =A U 。 0>∀λ ，记 1( , ) ( )R λ λ −= −U I U ，那么 x∀ ∈ E， 
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所以 ( , )R λ
λ

U 1
≤ ，由文献[3]得算子U生成半群{exp( ) ; 0}t tU ≥ 。由文献[5]得：   
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首先证明 ( )n nD ⊆M E ： 1 2 4 2( , , , )n nx x x τ
−∀ = ∈Ly E ，记 exp(2π i /(4 2))nθ = − 及 1 /(4 2)k n= − ×A  
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− = − =L故 M y y A M y，即 ( )n nD ⊆M E 并且{exp( ) : 0}nt tM ≥ 的生成算子为

nM 。下面证明 ( )nD M 的定义域为 (4 3)/(4 2) 1/ 4 2( ) ( ) ( )n n nD D D− − −× × × ∞LA A A 。 
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式中  1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2cosh ) (exp( ) exp( )) / 2, sinh( ) (exp( ) exp( )) / 2t t t t t t= + − = − −（ A A A A A A 。 1exp( )tM 是第二

类 [1]Golstein半群 。 (注： 1/ 2A 算子生成半群，只有i 1/ 2A 算子生成半群，由此 1−=kx 的k只能是4n−2形式)。 
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