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带状方程组并行列处理法贪心方法 

杨本立 ，李安志，赵国伟 
(中国工程物理研究院工学院  四川 绵阳  621900) 

 
【摘要】利用列处理法贪心方法和分治策略，给出了一种求解任意相容性带状方程组的解或任意不相容性带

状方程组最小二乘解的消息传递多指令流多数据流并行迭代解法，分析了解法的收敛性、计算复杂性和数值稳定

性。该方法能使得各处理机上的负载基本平衡，得到了理想的加速比和并行效率。 
关  键  词  带状方程组;  消息传递并行迭代算法;  列处理法贪心方法;  分治策略； 
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Parallel Column Action Method with Greedy Method 

for Band System of Linear Equations  
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Abstract  This paper utilizes the column action method with the greedy method and the 

dividing-Conquering strategy to put forward a message passing multiple instruction stream-multiple data 
stream (MIMD) parallel iterative method for determining the solution of arbitrary consistent band system 
of linear equations or the least squares solution of arbitrary inconsistent band system of linear equations, 
also analyzes its convergence and its computational complexity, so its numerical stability. Moreover, the 
method in this paper con make roughly balance of the computation workload to each processor, hence can 
obtained ideal speed-up and parallel efficiency.  
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记分组过程为： 
([ | ], , ) ([ | ], , , )s s cn m G n m q=A b A b  

2  并行列处理法贪心方法 

定义 3  设有带状方程组 ]|[ bA ， 1, | | | | , 0( 1,2, , ),m m
j m jR j m× ⎡ ⎤∈ = ⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅ ≠ = ⋅⋅⋅⎢ ⎥⎣ ⎦A A α α α α 1×∈ mRb ，并设

其带宽不大于 )1( mqq << ，称算法 GCP − 为求解 ]|[ bA 的并行列处理法贪心方法：1) 划分： ]|[ bA  
),,],|([),],|([ qmmGmm css bAbA = ；2) 列法式化及迭代初值：对于每一 s (1≤s≤q)并行执行 [ (1)对

i=1,2,…, sm 作 =if[ ;1
2iα  ]iii f αα = ；(2) 00 =sX ；(3) ]00 =Y ； 

3) 列处理法贪心方法：(1) 读入 ε ；(2) +∞=d ；(3) 0=k ；(4) 若 ε>d 作[(1) 对于每一 s (1≤s≤
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4) 解向量 ∗X ：(1) 对于每一 s (1≤s≤q)并行执行 *
1 1( , , , , )

s s

T
s i i m mf x f x f x=X ；(2) =∗X  *

1 ss q
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；

(3) * k=Y Y ；记求解过程为： 
),,,],|([),( 0XbAYX qmmP GC−
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定理 1   设有带状方程组 ]|[ bA ， A 1, ×× ∈∈ mmm RbR ，并且 A的带宽不大于 )1( mqq << .对求解过程
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min2
( )k r d kε ε− − ⇔≤ ≤AX b 。 

证明  步骤如下： 
1) 记问题初始为求解 min2

r=− bZB ， ),(]||||[ 1
1 0≠∈= ×
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均存在，由列法式化过程有 ssssssss XAZFFBZB == −1 ，即 =sZ ssXF 和 sss FBA = 。所以 min 2
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2) 令 XAY = ，由定义1，Y 存在且由 ]|[ bA 唯一确定，并且 bAYA TT = ，即 ),(),( bαYα ii = 对每 s 和
每 i 成立。再因分组过程和列法式化过程使 ]||||[ 1 smisss αααFBA LL== 为正交规范列向量组，从而在列

处理法贪心过程中有：
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存在
1×∗ ∈ mRX 使 ∗∗ = AXY 和 min2

r=−∗ bAX
2min bBZ −== ∗r 及 min2

( )k r d kε ε− − ⇔≤ ≤AX b 。 

证毕 
假设算法在有q+1台处理机的消息传递分布式存储MIMD并行计算机上实现， 0p 为主机， ),2,1( qsps L=

各处理机内存放有对应数据 ]|[ bAs 。设算法模块3)中(4)循环执行 k 次。 
1) 处理机 ),2,1( qsps L= 执行模块2)作实数乘、除法运算 smm )12( + 次，实数开方 sm 次；执行模块3)作

实数乘法运算 kmm s)12( + 次；执行模块4)作实数乘法 sm 次。故处理机 sp 的实数乘、除运算量为 )( kmmO s ，

实数开方运算量为 )( smO 。 2) 须主机 0p 发出的主要通信信息有： )1},,,2,1{( 次共 −∈ kqrr L ，

)1,( 111 次共 −∈ ×++ kmkk RYY 。须处理机 sp 发出的通信信息有： sd (实数，各 1−k 次)， },,2,1{(1 qrk
r L∈+Y ，

共 k 次，假定不发送全部 1+k
sY )， 1** ( ×∈ sm

ss RXX ，各1次)。在以一个实数作通信单位时，算法通信量为 )( kmO 。

3) 因 sp 中只 rp 发送 1+k
rY ，故算法的同步开销为 )(kO 。4) 因分组过程1)能作到各处理机 ),2,1( qsps L= 的

负载平衡，故 GCP − 算法有较为理想的加速比和并行效率。5) 模块2)列法式化过程具有列标度化的作用和较

好的数值稳定性，模块3)列处理法贪心方法对任意的 1×∈ nk RY 可求得理论上准确的第 1+k 次贪心解

)( 111 +++ = kkk AXYX ，亦有较好的数值稳定性。故算法有较好的数值稳定性。 

3  算  例 
设 30 000 90 000 30 000 30 000[ ] ( ) , ( ) , 1 ( 1) 0tj tj tj tjb a a t j aB A A A A× ×= = = = − =| | 当 ≤ 或 (当 |t−i|≤ 1)， ∈b  

30 000 1, (3,3, ,3)T× =R b 。取 0 0 90 000 10 ( ), 1,2, ,9s×= ∈ =X X R 。改进 GCP − 算法，求解 bBX = ，解法如下： 
1) 分组映射 jisM =),( 设计：用定义2方法将 B 分成3组，再将每组均分为3组。例如第9组 bXA =99 中 9A

由B中第60 003，60 006，60 009，…，90 000等共10 000列组成。 
2) 设 sA 采用列优先顺序压缩存储，每列存储3个元素。列法式化后 [1 10 000]sA ⋅⋅ 及 [1 30 000]b ⋅⋅ 中内容

示意为： 
)]3/1,3/1,3/1(,),3/1,3/1,3/1(),0,2/1,2/1[(:7,4,1 LA  

)]3/1,3/1,3/1(,),3/1,3/1,3/1(),3/1,3/1,3/1[(:8,5,2 LA  

)]2/1,2/1,0(),3/1,3/1,3/1(,),3/1,3/1,3/1[(:9,6,3 LA  
: (3,3, ,3)b  

3) 算法模块3)中(4) 循环中数据如下 
    k=0: 1,4,7 2,5,8 3,6,9269 991, 270 000, 269 991,d d d= = =

1 9
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d
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r
+X = 

1 0 1 1 0 0 1 1 2
2 (3 3,3 3, ,3 3, ) , (0,0, ,0) ( 2),T T

s s s s+ += = = = ≠ = =X X X X Y Y Y = T)3,,3,3( L 。k=1：d1,4,7= 
,0,0,0 9,6,38,5,2 == dd

1 9
max{ }ss

d
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=0，结束。 

4) 解向量计算过程示意如下( 10 000 1 * 90 000 1 30 000 1, , , 1,2, ,9s s∗ × × ∗ ×∈ ∈ ∈ =X R X R Y R )。 
=≠=== ∗XXXFX ),2()0,,0,0(,)3,,3,3( *1

22
*
2 sT

s
T LL

1 9s
⊕

≤ ≤

*
1 90 000( , , , )T

s jx x x=X  

式中  xj =3(当j=2, 5, 8, …, 2 999)或者xj =0(当j≠2, 5, 8, …, 2 999) 1∗ ∗= = =Y BX Y T)3,,3,3( L =b。此方程组

相容， 0min2
==−∗ rbBX 。检验可知 ∗X 确为 bBX = 的一个特解。 
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