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正则化长波方程的显式精确解 
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【摘要】利用推广的齐次平衡法，给出了正则化长波方程的一种Backlund变换。从方程的平凡解出发通过两

种方式得到了RLW方程的一些显式精确解，诸如孤波解、周期解、有理分式解，以及椭圆函数解。 
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Abstract  Based on the extended homogenous balance method, we get a Backlund transformation 

to the regularized long wave (RLW) equation. By applying our Backlund transformation and a given 
trivial solution, we find some explicit solutions of the RLW equation, such as solitary wave, periodic, 
rational and elliptic function solutions. 
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在非线性色散的长波研究中，文献[1]提出并讨论了描述流体中长波单向传播的模型为： 

                            0t x x xxtu u uu uα+ + − =                                    (1) 

式中  ( , ) u x t 表示波幅，变量 x和 t分别表示空间坐标和时间坐标，该式为正则化长波(RLW)或(BBM)方程。
式(1)被认为是KdV方程的更合适的替代模型。文献[2-3]分别研究了RLW方程的双线性变换和逆散射变换，
表明RLW方程只有一个 2sech 孤波解，而没有N-孤波解( 2N≥ )，且与一个条件方程有关。文献[4]解析地研
究了RLW方程的孤立波解及其相互作用，表明2-孤立波互相作用的近似解具有孤立子性质。文献[5]数值模
拟了RLW方程孤立波的相互作用，表明其2-孤立波相互作用是非弹性的。文献[6]在小扰动方法和Jacobi椭圆
函数展开法的基础上，应用Lame方程和Lame函数求得了RLW方程的多级准确解。 

本文用推广的齐次平衡法给出了RLW方程的一种Backlund变换，其满足几个复杂的条件方程。从方程
的平凡解出发通过两种方式得到了RLW方程的一些显式精确解。 

1  RLW方程的Backlund变换 

式(1)具有如下形式的解： 
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式中  ,f ϕ为待定函数； a为任意常数( u a= 是方程式(1)的平凡解)。由式(2)得知
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对 x积分一次可得： 
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式中  A为积分常数。将式(2)确定的u代入式(3)通过整理后，可得： 
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式中  lnf p ϕ= ，则利用 2 (4)1/ 2( )f f′′ − =0，可得 12p = − ，且： 
           2 (4) 212ln ,     ( ) 2 ,     6 ,     ( ) 12f f f f f f f fϕ ′′ ′′ ′ ′′′ ′ ′′= − = = =                     (5) 

将式(5)代入式(4)并利用 2 (4)( ) 2f f′′ − =0可得： 
2 2 2

2 2

[2 ] [ ( ) 2
1                               4 2 ] [ ( ) ] ( ) 0
2

x t xt t xx x tt t x t x xtt xx tt

xt t xxt tt xt xxtt

f a

f a f a a A

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ α ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ α ϕ ϕ α

′′′− − + + + − − +

′′ ′− + + + − + + − =
         

(6)
 

再令 , ,f f f′′′ ′′ ′前的系数为零并取积分常数 2 / 2A a aα= + ，得到关于ϕ的一组方程式为： 
2 22 0x t xt t xx x ttϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ− − =                                            (7) 

2 2( ) 2 4 2 0t x t x xtt xx tt xt t xxtaϕ α ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ+ + − − + − =                       (8) 
( ) 0tt xt xxttaϕ α ϕ ϕ+ + − =                                              (9) 

将 12lnf ϕ= − 代入式(2)得知，RLW方程有Backlund变换为： 
                       ( , ) 12(ln )xtu x t aϕ= − +                                   (10) 

式中  ϕ满足式(7)～式(9)。 

2  RLW方程的显式精确解 
若式(7)～式(9)有解 0( , )x t kx tϕ ω ξ= + + ，则常数k，ω 满足条件： ( )a kω α= − + 于是代入 ( , )x tϕ =  

0kx tω ξ+ + 到式(10)中，得到RLW方程的有理分式孤波解： 
2

1( , ) 12( ) /[ ( ) ]u x t a a x a tα α ξ= − + − + +                               (11) 
式中  a， 1ξ 为自由参数。若式(7)～式(9)有如下形式的解： 

0( , ) 1 exp( )x t kx tϕ ω ξ= + + +                                (12) 
代式(12)到式(7)～式(9)，则常数 ,k ω满足条件： 2( ) / 1a k kω α= + − ，其中k为任意常数( 2 0,1k ≠ )。把式

(12)代入式(10)，得到RLW方程的钟状孤波解： 
2

2
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式中  1,a ξ 为自由参数， 2 0,1k ≠ 。在 0, 1a α= = 时，式(13)正是文献[4]得到的一族孤波解。在式(13)中让
2 2

10,   3  /1a A k kα= = − ，则有： 
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式(14)与文献[2-3]中用双线性变换方法和逆散射方法得到的解一致。从式(11)和式(14)可以看出RLW方程式
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(1)容许有恒定振幅的非传播孤立波存在，这是KdV方程不曾有的现象。由式(14)，利用双曲正切函数 tanh和
双曲余切函数coth求导时类似的性质，可得到RLW方程还有 2csch 奇异行波解。 

如果再利用关系式： sech( ) sec ,    csch( ) - csci i iξ ξ ξ ξ= = ，可得到RLW方程式(1)的两种三角函数状周期
波解： 
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3  RLW方程的椭圆函数解 
现就式(4)采用文献[7]中提出的方法求解。先取 ( , ) ( 0)x t px qt pqϕ = + ≠ ，式(4)可化为： 

2 2 2 2 2 2 (4) 21 1( ) ( )  0
2 2
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式中  w f ′′= ，式(17)化为 2 2 2 2 21 1( ) (  ) (  ) ( )
2 2

pq w q pq apq w a a A pq wα α ′′+ + + + + − = 。此式两端同乘以w′并

关于ϕ积分一次可得： 
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式中  B为积分常数。进一步可将式(18)化为椭圆方程： 
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式中  2 3

1 3

y yk
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−
是椭圆函数sn和cn的模数。得到方程式(1)的椭圆函数周期解： 
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下面讨论几种特殊情况的解： 
1) 当 1 2y y= 时， 1k = ，只要 2 2 2 22  2 2 0q p pq apq Apα α+ + + + > ，则解式(20)可化为： 
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进而可得到RLW方程式(1)的钟状孤波解。 

2) 若取积分常数 21 , 0
2
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式中  0ϕ 为积分常数。将 ( , )x t px qtϕ = + 及式(23)( w f ′′= )代入式(2)可得到RLW方程式(1)的解。 
3) 若取积分常数B=0，且让 2 2 2 2 2

1 1 14 ' ,   4 (2 ),   4 /c M k b k a Mµ µ µ= − = − = − ，则方程式(19)化为： 
2

2 24( ') ( )( ' )w w M w w Mk
M
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= − −                              (24) 

此时有解 2 1dn ( ,  )
2 3

Mw M kϕ= − 。于是方程式(1)有解 2 1( , )  dn ( ,  )
2 3

Mu x t a pqM kϕ= + − ，其中dn是

另一类椭圆函数。 
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