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Hilbert空间中一类拟变分不等式问题 

撒晓婴 ，周  武 
(西南民族大学计算机科学与技术学院  成都  610041) 

 
【摘要】研究了一类新的无穷簇广义集值拟变分不等式问题，利用Nadler定理，得到并构造了逼近解的迭代

算法，证明了这类拟变分不等式的解的存在性及该算法产生的迭代序列的收敛性。 
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Abstract  In this paper, we introduce and study a new class of infinite family of generalized 

set-valued quasi-variational inequality problems in Hilbert spaces. We construct an iterative algorithm 
and prove an existence of solutions for this kind of quasi-variational inequalities. We also prove the 
convergence of iterative sequences generated by the algorithm. The main results presented in this paper 
generalized some known results.  
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1  预备知识 
设H是Hilbert空间，分别用||·||和<·，·>表示H的范数和内积， HK ⊂ 是一非空闭凸集， )(HCB 表示H

的一切非空有界闭集之全体，H(·，·)表示 )(HCB 上由范数||·||导出的Hausdorff度量。设K为H的非空闭子集，

M，N：H 
∞=H×H×   L →H为两个无穷元非线性映象，Ti，Si：H→CB(H)为集值映象(i=1，2，⋯)。本文研究

问题如下：找x∈H，wj∈Sj(x)，vj∈Tj(x)(j=1,2,⋯)，使得： 
<N(x，w1，w2，   L )，v−M(x，v1，v2，L )>≥0   Kv ∈∀ (x)                   (1) 

式中  K(x)=m(x)+K，m：H→H为H上的自映象。式(1)为Hilbert空间中无限簇广义集值拟变分不等式。构造
逼近问题式(1)解的迭代算法，证明问题式(1)解的存在性及算法产生的迭代序列的收敛性。 

定义1  N：H ∞=H×H×   L →H为一个无穷元非线性映象。 
1) 称映象N关于第一变元强单调Lipschitz连续，如果存在常数k>0和t>0，使得：<N(x，v1，v2，L )−N(y，

v1，v2，  L )，x−y>≥k||x−y||2， Hvyx j ∈∀ ,, ，j=1，2，L ， ),,(),,( 11 LL vyNvxN − ≤ yxt − ， Hvyx j ∈∀ ,, ，

j=1，2，  L ； 
2) 称映象N关于第 1+i 个变元Lipschitz连续，如果存在常数 iα >0，使得对任意 Hx ∈ ， Hvvv jii ∈,, 21 ，

LL ,1,1,,2,1 +−= iij ，有： ),,,,,(),,,,,,( 1
2

111
1

11 LLLL +−+− − iiiiii vvvvxNvvvvxN ≤ 21
iii vv −α ，i=2，3，L  
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定义 2  设T：H→CB(H)为一个集值映象，H(·，·)为CB(H)上的Hausdorff距离，称T为Lipschitz连续的，
如果存在常数ξ >0，使得： ),( TyTxH ≤ yx −ξ ， Hyx ∈∀ , 。 

引理 1[1]  若 HK ⊂ 是一非空闭凸集， Hz ∈∀ ，存在 )(, zPuKu K=∈ ，当且仅当： >−−< uvzu , ≥0，
Kv ∈∀ 。其中，PK是H在K上的投影。得知映射PK︰H→K为非扩张的，即对 Hvu ∈∀ , ，有： )()( vPuP KK −

≤ vu − 。 
引理 2[2]  若 HK ⊂ 是一非空闭凸集，K(x)=m(x)+K，m:H→H，则： )]([)()( xmvPxmvP KxK −+= ，

Hvx ∈∀ , 。 
利用引理1和引理2，易证得下述引理： 
引理 3  设 HK ⊂ 是一非空闭凸集，K(x)=m(x)+K，m:H→H。设M，N：H∞=H×H×  L →H为两个无穷

元非线性映象，Ti，Si：H→CB(H)为集值映象(i=1, 2, L )。则 ),,;,,;( 2121 LL vvwwx 为式(1)的解当x∈H，

wi∈Si(x)，vi∈Ti(x)满足： 
)](),,,(),,([)(),,( 212121 xmwwxNvvMPxmvvMxx K −−++−= LLL λ             (2) 

式中  λ>0为常数. 
引理 4[3]  设H为Hilbert空间，T：H→CB(H)为集值映象，那么 0>∀ε 和 )(  ,  , xTuHyx ∈∈∀ ，存在

)(yTv ∈ ，使得： vu − ≤ ))(),(()1( yTxTHε+ 。 

2  算  法 

利用上述引理，可得到求解式(1)的迭代算法如下[4]： 
算法 1  任取 )(),(, 0

0
0

0
0 xTvxSwHx jjii ∈∈∈ ，令： ),,,([)(),,,( 0

2
0
100

0
2

0
1001 LL vvxMPxmvvxMxx K++−=  

)](),,,( 0
0
2

0
10 xmwwxN −− Lλ 。其中，λ>0为常数。由引理4得知存在 )()( 1

1
1

1 xT，vxSw jjii ∈∈ ，使得： 10
ii ww −

≤ ))(),(()11( 01 xSxSH ii+ ，i=1，2，  L 10
jj vv − ≤ ))(),(()11( 01 xTxTH jj+ ，j=1，2，⋯。 

令 )](),,,(),,,([)(),,,( 1
1
2

1
11

1
2

1
111

1
2

1
1112 xmwwxNvvxMPxmvvxMxx K −−++−= LLL λ ，其中，λ>0为常数。

由归纳法，可得序列如下： 1 1 2 1 2 1 2( , , , ) ( ) [ ( , , , ) ( , , , )p p p p p p
p p p p K p px x M x v v m x P M x v v N x w wλ+ = − + + −L L L −m(xp)]，

其中， ( )p
i i pw S x∈ ， 1 1(1 ( 1) ) ( ( )p p

i i i pw w p H S x+ −− + +≤ ， 1( ))i pS x + ( )p
j j pv T x∈ ， 1 1(1 ( 1) )p p

j jv v p+ −− + +≤  

( ( )j pH T x ， 1( ))j pT x + , 1,2, ;    0,1,2,i j p= =L L。 

3  主要结果 

定理 1  设H是一个Hilbert空间，K为非空闭子集，K(x)=m(x)+K，m:H→H为一Lipschitz连续映象具有常
数 µ >0。设N：H 

∞＝H×H×  L →H为无穷元非线性映象，关于第一变元强单调具有常数为k>0，关于每一个
变元Ｌipschitz连续具有对应的常数为α 和 ),2,1( L=iiα 。设M：H 

∞=H×H× L →H为无穷元非线性映象，关
于第一变元强单调具有常数为l>0，关于每一个变元Ｌipschitz连续具有对应的常数为 β 和 ),2,1( L=jjβ 。设

Ti，Si：H→CB(H)为集值映象，关于Hausdorff度量Lipschitz连续具有对应的常数分别为 ),2,1( L=iiξ 和

),2,1( L=iiη 。若： 
2 2 2

1 1
0 2 1 2 2 2 1 2 1j j i i

j i
l kθ β µ ξ β λ α λ λ η α

∞ ∞

= =
= − + + + + − + + <∑ ∑≤             (3) 

则无限簇广义集值拟变分不等式(1)存在解(x，w1，w2，L ，v1，v2，L )，且由算法1得到的迭代序列
}{},{},{ p

j
p

ip vwx 分别强收敛于x，wi, vj  (i=1，2，L ；j=1，2，L )。 
证明  由迭代算法1， KP 的非扩张性质，m的Lipschitz连续性以及关于映象N和M的假设条件有： 

1 1
1 1 2 1 1 1 1 2

1 1
1 2 1 1 2 1

|| || ( , , , ) ( ) ( ) ( , , , )

                      ( , , , ) ( , , , ) ( ) ( )

p p p p
p p p p p p p p

p p p p
p p p p

x x x M x v v m x m x x M x v v

M x v v M x v v m x m x

− −
+ − − −

− −
− −

− − + − − + +

− + − −

L L

L L

≤
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1 1
1 1 2 1 1 2

1 1
1 1 2 1 1 2 1

1 1

( ( , , , ) ( , , , ))

                                     2 ( ( , , , ) ( , , , )) 2 ( ) ( )

                                     ( ( , ,

p p p p
p p

p p p p
p p p p p p

p
p p p

N x w w N x w w

x x M x v v M x v v m x m x

x x N x w

λ

λ

− −
− −

− −
− − −

−

−

− − − + − +

− −

L L

L L

≤

1 1
2 1 1 2

1 1
1 1 2 1 1 2 1

1 1 2 1 1

, ) ( , , , ))

                                     2 ( ( , , , ) ( , , , )) 2

                                     ( ( , , , ) ( ,

p p p
p

p p p p
p p p p p p

p p p
p p p p

w N x w w

x x M x v v M x v v x x

x x N x w w N x w

µ

λ

− −
−

− −
− − −

−
− −

−

− − − + − +

− − −

L L

L L

L

≤

1 1
2, , ))pw − L

   

(4) 
因为： 

1 1
1 2 1 1 1 2 1 1 2

1 1 1
1 1 2 1 1 2 1 1 2 3 1 1 2

1
1 1

( , , , ) ( , , , ) ( ( , , , )

         ( , , , )) || || ( , , , ) ( , , , , ) || || ( , , , ,

        , , , )

p p p p p p
p p p p p p p

p p p p p p p p p
p p p p

p p p
m m m

x M x v v x M x v v x x M x v v

M x v v M x v v M x v v v M x v v

v v v

− −
− − −

− − −
− − − −

−
− +

− − + − − −

+ − + +

L L L

L L L L L

L

≤

1 1 1 1 2
1 1 2 1 1 2 1

1 2
1 1

1 1

( , , , , , , , , ) 1 2

        1 2 (1 1/ )

p p p p p p
p m m m m p p

p p
j j j p p j j p p

j j

M x v v v v v v l x x

v v l x x p x x

β

β β ξ β

− − − −
− − + + −

∞ ∞−
− −

= =

− + − + − +

− − + − + + −∑ ∑

L L L≤
   

 (5) 

且： 
1 1 1

1 1 2 1 1 2

2 2
1 1

1

( ( , , , , , ) ( , , , , , ))

                  1 2 (1 1/ )

p p p p p p
p p p n p n

p p i i p p
i

x x N x w w w N x w w w

k x x p x x

λ

λ α λ λ η α

− − −
− −

∞

− −
=

− − −

− + − + + −∑

L L L L ≤

                 (6) 

由式(4)、(5)和式(6)有： 

pp xx −+1 ≤ 1−− ppp xxθ                                  (7) 

式中  2 2 2

1 1
2 1 2 2 2(1 1/ ) ) 1 2 (1 1/ )p j i i

j i
l p k pθ β µ ξ β λ α λ λ η α

∞ ∞

= =
= − + + + + + − + + +∑ ∑ 。 

显然， θθ →p 。由式(3)知0≤ 1<θ ，从而由式(7)可知{xp}为Cauchy序列。于是，存在 Hx ∈ ，使得 xx p → 。

又因为： 
1−− p

i
p

i ww ≤ ))(),(()/11( 1−+ pipi xSxSHp ≤ 1)/11( −−+ ppi xxp η ，i=1，2，⋯， 
1−− p

j
p
j vv ≤ ))(),(()/11( 1−+ pjpj xTxTHp ≤ 1)/11( −−+ ppi xxp ξ ，j=1，2，⋯。 

于是 }{ p
iw 和 }{ p

jv 也是H中的Cauchy序列，从而存在 Hvw ji ∈, ，使得 )( ∞→→ pww i
p

i ， )( ∞→→ pvv j
n
j  

L,2,1, =ji 。又因为： ))(,( xSwd i ≤  ))(,( xSwdww i
p

i
p

i i
+− ≤ xxww pi

p
ii −+− η  

且 xxww pi
p

i →→  , ，易知 0))(,( =xSwd ii 。因此， )(xSw ii ∈ ， L,2,1=i 。同理可证 )(xTv jj ∈ ， L,2,1=j 。

由算法1及引理3得知 ),2,1,(,, L=jivwx ji 为无限簇广义集值拟变分不等式问题式(1)的解，且有： 

)( ∞→→ pxx p ， )(),( xTvvxSww jj
p
jii

p
i ∈→∈→ ， L,2,1, =ji  

证毕 
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