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五对角矩阵的分解及其逆元素的快速算法 

刁新军1 ，黄廷祝1，曾  翎1，冉瑞生2 
(1. 电子科技大学应用数学学院  成都  610054;  2. 电子科技大学计算机科学与工程学院  成都  610054) 

【摘要】提出了五对角矩阵的一种分解方法，其运算量比建立在Gaussian消元法基础上的LU方法运算量少，

拓广了相应文献的结果，给出了n阶五对角矩阵的扭曲分解式，得到了五对角矩阵逆矩阵元素的快速算法，结果推

广到块五对角矩阵。
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A Fast Algorithm for Inverse of Five-Diagonal Matrices 
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Abstract  The algorithm and explicit formulae for the elements of the inverse of five-diagonal 
matrices are presented. The results are obtained by relationships between the elements of the inverse and 
the elements of special twisted decompositions of it. Operation count of the algorithm have an advantage 
over that of the standard LU decomposition based on the Gaussian elimination, and some results can also 
be extended to block five-diagonal matrices. Result obtained improves result in the known corresponding 
references. 
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1  注记 

五对角矩阵是一类比三对角矩阵更广泛的重要矩阵，在实际中有许多应用，例如，应用有限差分和有

限元方法求解椭圆或抛物差分方程，求含边界值问题的常(偏)微分方程的数值解，样条插值和修匀问题中，

都会遇到五对角矩阵。

考虑方程组为：

=Ax b (1) 
式中  n∈b R ； n n×∈A R 是下面五对角矩阵： 
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式中  假定A为非奇异矩阵且存在LU分解。 

2  五对角矩阵的扭曲分解 

直接求解方程组式(1)的有效方法是：利用Gaussian变换求A的LU分解。当A是对角占优或对称正定矩阵

时，A可以进行Cholesky分解，其运算量仅是LU分解的一半。文献[1]给出了块三对角矩阵的LU，UL和扭曲

分解。文献[2]给出了把一个仅改变主对角线上首和末位置元素的五对角Toeplitz矩阵分解为两个三对角

Toeplitz矩阵T1，T2的乘积，即A = T1 T2。文献[3-4]给出了三对角矩阵的一些分解方法，文献[5]研究了五对

角矩阵。在此，给出五对角矩阵的扭曲分解。

定理 1  设A是形如式(2)的 n 阶五对角矩阵，则对任意 1,2, ,j n= L ，A有如下扭曲分解： 
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式中  , , , ,i i i i il m n s t  可以由下述算法求得(在 jL ， jU 中不存在的 , , , ,i i i i il m n s t 的值均为0)。 
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证明  对式(3)右边 j jL U 利用矩阵乘法得到的n阶五对角矩阵和矩阵A的对应元素比较，按定理中的步骤

易得：

(1) 1j = 时，分解 1 1LU 就是UL分解。当 j n= 时，分解LnUn就是LU分解。 

(2) 仿定理1，五对角矩阵的扭曲分解还有另外一种形式，用分解式(3)的记号表示如下： 
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(3) 扭曲分解所需的运算量小于LU分解所需的运算量，将应用定理1得到五对角矩阵的扭曲分解所需计

算量与文献[2]中的 1 2T T 分解和标准LU分解运算量进行比较，结果如表1所示。 

表1  算法复杂性 

算法 乘法运算量 加法运算量 总  计

LU(文献[2]) 11n−16 8n−13 19n−29 

1 2T T (文献[2])   10n−8 6n−6 16n−14 

LjUj(本文) 6n−10 4n−6 10n−16 

3  五对角矩阵逆元素的显式求解算法 

利用扭曲分解可以得到五对角矩阵的逆矩阵元素的显式求解公式。

定理 2  设A是形如式(2)的矩阵，设A 1− =C= ( )ijc ，则C的第 j ( 1,2, , )j n= L 列元素表示为： 
1/jj jc m= ， 1,ij i i jc t c += − ( 1)i j= − ， 1, 2,ij i i j j i jc t c s c+ += − − ( 2, 3, ,1)i j j= − − L  

1 1, 2, 2ij i i j i j jc t c c s− − − −= − − ( 1, 2, , )i j j n= + + L  
式中  , ,i i im s t 均由定理1所确定。 

证明  设 jC 是C的第 j 列向量， je 是单位矩阵E的第 j 列向量，易得： 

j j j jL U C e= ， j j =L e m j je

综合上两式得：

j j =U C 1

jm je

解上面的方程组可以得到定理2。       证毕

(1) 由矩阵 A 的可逆性易知 0jm ≠ , 1,2, ,j n= L ，因此上式总是有意义的； 
(2) 算法复杂性分析，按照定理2求出 jC 所需的运算量：乘法 2 ( 1)n n − ，加法 ( 2)n n − ，求出逆矩阵C 所

需的总运算量：乘法 22 8 16n n+ − ，加法 2 6 10n n+ − 。 

4  块五对角矩阵 

科学工程中的许多问题需要解高阶稀疏线性方程组，常常涉及块矩阵的研究。设块五对角矩阵为：
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式中  , , , ,i i i i iA B C D F 均为同阶方阵，则对任意 1,2, ,j n= L ， %A 有类似的扭曲分解如下： 

j j=A L U% % % (5) 

其中：
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式中 , , , ,i i i i iM N L S T 类似于定理1中的 , , , ,i i i i im n l s t 。 
定理 3  设 %A 是一个形如式(6)的矩阵，设 1 ( )ij

− = =A Q Q% ，则Q 的第 j 列 ( 1,2, , )j n= L 块元素可以用下

列式子得到：
1

jj j
−=Q M ， 1,ij i i j+= −Q T Q ( 1)i j= − ， 1, 2,ij i i j j i j+ += − −Q T Q S Q     2, 3, ,1i j j= − − L  

1 1, 2 2,ij i i j j i j− − − −= − −Q T Q S Q     1, 2, ,i j j n= + + L  

证明 设 jQ 是Q 的第 j 列向量，设 T(0, ,0, ,0 ,0)j =E IL L 表示块单位矩阵 %E 的列向量，构造块对角矩阵

diag( , , , , , , )j j=M I I M I I% L L ，其中 jM% 和 %A 的分块形式相同，显然 jM% 是非奇异的，易得： 

j j j j=L E M E% % ， j j j j=L U Q E% %

合并上两式得：
1

j j j j j j
− =L M L U Q E% %

解这个矩阵方程组，可得定理3。       证毕
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