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网络最大流Pareto扩充研究 
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【摘要】将网络容量定义为最大s-t流的流量，建立了带有时间和费用双重限制下的网络容量扩充问题模型。通过网络变

换，将该问题转化为可利用成熟算法求解的线性最小费用流问题。研究了给定网络容量扩充目标要求下，求解所有关于时间

和费用的Pareto优化解问题并提供了相应算法。研究内容不仅适用于各种情形的容量扩充问题，而且还可应用于网络规划。最
后通过具体例子的求解，说明了算法的正确性和有效性。 
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Abstract  The network capacity is defined as the value of the maximum s-t flow, and a unified model is 

introduced for the network capacity expansion with the time and cost constraints. By the transformation of the 
underlying network, the network capacity is converted to a minimum cost flow problem instead. Also developed are 
the algorithm to find all pareto optimal solutions about time and cost with given expanded network max-flow. The 
model and algorithm are proven to be valid with an example, and they not only allow capturing various types of 
capacity expansion, but also are useful in network programming. 
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网络扩充在国民经济中发挥着重要作用，道路改造、电网升级、机器更新都需要利用网络扩充的知识。

网络扩充就是在现有网络的基础上，通过改造网络中部分或全部弧的容量，来提升网络的容量和性能。网

络容量在不同的应用背景下有不同的定义。文献[1-2]把生成树中容量最小的弧的容量定义为生成树的容量，
网络的容量用网络中所有生成树的容量的最大值来衡量；文献[3]则把生成树的容量定义为生成树的所有弧
的容量之和，把网络的容量定义为所有生成树的容量的最大值；文献[4]把网络的容量定义为任意两节点间
链的容量的最小值。但上述文献仅研究了带有投资费用限制的网络容量扩充情形，实际中的网络扩充不但

受费用的限制，还经常受时间的约束。本文将单源单汇的流网络作为研究对象，将最大时间和费用s-t流的
流量定义为网络容量，研究了时间、费用双重限制下的网络容量扩充。 

网络扩充还是一个决策问题，在决策过程中，往往是先确定目标，使扩充后的网络容量达到某指标，

即下文所称的目标容量，再在众多方案中选择最佳的时间和费用组合。因此，研究给定目标容量下的所有

最优组合方案，找出关于时间和费用的Pareto优化解，求出时间和费用的临界值，向决策者提供充足的信息，
显得尤为重要。 

本文的研究基于网络容量扩充问题的数学定义，提出一种网络变换方法，解决给定时间和网络目标容

量要求下的最小投资问题，并在该方法的基础上，给出给定目标容量下关于时间、费用的Pareto扩充算法，
以实例说明算法的有效性。 

1  求给定时间限制和网络目标容量要求的最小扩充费用 
给定一个单源单汇的流网络N=(Ns，Nt，V，A，U，W，T)，式中Ns和Nt分别为源点和汇点；V和A分别
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为结点集和弧集；U∈R|A|是一上界容量向量，向量分量uij表示弧(i，j)的上界容量，其中|A|为集合A的元素个
数；W∈R|A|是单位容量扩充费用向量，W的分量wij表示弧(i，j)的容量增加1个单位所需的费用；T∈R|A|是单

位容量扩充时间向量，T的分量tij表示弧(i，j)的容量增加1个单位所需的时间。设x∈R|A|为一流向量，其分量

xij表示弧(i，j)上的流量。网络容量定义为最大s-t流的流量。本文假设容量和流量均为整数，如果不满足要
求，可以采用对所有数据放大n×10倍的方式变为整数。同样，如果不是单源单汇网络，也可以通过增加虚
拟节点的方法变为单源单汇网络。 

设网络扩充后达到给定目标容量时，求一组关于时间、费用的Pareto优化解为问题P1；在时间限制和网

络目标容量给定时，求扩充弧的容量使得满足目标容量所需投资最小为问题P2。要想最终求解问题P1，首先

应求解问题P2。如果记： 
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式中  XN( 0r )表示网络N流量为 0r 的可行流x的集合；(i，j)∈N表示弧(i，j)属于网络N；fN(x)表示网络流为x
时的总扩充费用； 
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则给定时间限制B1和目标网络容量 0r ,求解最小扩充费用的模型为： 
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由于式(2)的第二个约束条件存在阶梯函数，没有算法可直接利用。但通过将现有网络作适当变换，可
以将该求解最小扩充费用问题转变为求解最小费用流问题，即记现有流网络N=(Ns，Nt，V，A，U，W，T)，
构造一个二重流网络Ñ=(Ns，Nt，V，Ã，Ũ，C)，式中C为流量费用向量，C的分量cij表示在弧(i，j)∈Ã上通
过单位流量的费用。对于每一条弧(i，j)∈A，Ã中有两条二重平行弧与之对应，一条是基本弧(i1，j1)，另一

条是扩充弧(i2，j2)，它们的始点和终点仍为i和j。基本弧的容
量保持不变，单位流量费用为0；扩充弧的容量为[B1/tij]；单位
流量费用为wij；其中[y]表示不大于y的最大整数，即有 11

~
ji

u =uij，

1 1i j
c =0, 22

~
jiu =[B1/tij]和 2 2i j

c = wij。网络变换的图形表示见图1。
该变换巧妙地将时间约束转变为扩充弧的容量，将扩充费用转

变为流量费用，使原问题P2等价于线性费用函数下的最小费用流问题P3，即： 
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变换首先考虑时间约束，在满足时间约束的前提下再进行容量扩充。因此，可以将在最大许可时间内

可扩充的容量视为扩充弧的上界容量。在此基础上，解决最小费用流的优化问题，扩充弧的流量即是需要

扩充的容量，其最优值不但表示网络Ñ的最小流费用，而且表示在时间限制B1下，网络容量扩充至r0时的最

小扩充费用。经过变换后的网络可以利用松弛算法或网络单纯形法求解。 

2  给定网络目标容量求关于时间费用的Pareto优化解 
在工程应用中，已知工程目标和时间限制，进行最小经费预算，即上文的已知时间和容量求最小费用

问题是必不可少的工作，决策者希望从众多的备选方案中选优。本文将时间和费用约束均看作变量，在解

i
(i,j)

j(uij,wij,tij) i j

(i1,j1) (uij,0)

(i2,j2)([B1/tij],wij)  
图1  弧(i, j)及其二重平行弧(i1, j1)和(i2, j2) 
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决给定网络最大流扩充目标的前提下，求解所有关于时间和费用的Pareto优化解，目的是求给定目标容量下
的所有时间临界值和投资临界值，也就是求所有满足要求的时间-费用数据对，使数据对中任何一个数均为

满足要求，使扩充后的网络容量达到预定目标的最小值。 
设h(Ū)=max{ūi−u|Ū≥U}，f(Ū)=WT(Ū−U)，即h(U)和f(U)分别为上界容量U扩充至Ū时的扩充时间和扩充

费用，则一个关于时间和费用的Pareto优化解是满足条件的一个有序对(b1
*，b2

*)，存在U*(≥U)满足h(U*)= b1
*，

f(U*)=b2
*，但不存在Ů(≥U)同时满足f(Ů)< f(C*)和h(Ů)≤h(C*)，或同时满足f(Ů)≤f(C*)和h(Ů)<h(C*)。记问题

P2的时间限制为B1，网络目标容量为r0时的最小扩充费用为g(r0，B1)，由于求解P2时采用了时间约束放松方

法，故不能肯定地说数据对(B1，g(r0，B1))是网络目标容量为r0下的一个关于时间和费用的Pareto优化解，因
为完全有可能存在另一个时间期限B1

* (<B1)满足g(r0，B1
* ) = g(r0，B1)。但如果B1满足{x|g(r0，x)=g(r0，B1)}

中的最小值，则它一定是Pareto优化解中的时间分量。因此，如果按照时间限制从小到大的排列方式来依次
求解问题P2，则在阶跃处的解一定是Pareto优化解。 

下面给出网络目标容量为r0时求全部Pareto优化解的算法。 
设v0*为现有流网络N的容量，r0(r0>v0*)为网络目标容量；记 

tmin=min{tij|tij∈T}，tmax=max{tij|tij∈T}，(i，j)∈A， 
则网络扩充所需要的时间t满足 

t∈[tl，tu]=[tmin(r0-v0*)，tmax (r0-v0*)] 
求全部Pareto优化解的步骤如下： 

步骤 1 记Ŧ＝{ŧij| ŧij =ktij,k∈N,tij∈T}，将Ŧ中位于区间[tl,tu]内的元素ŧij以升序排列，得到一个数列S，记
为t1，t2，⋯，tk。 

步骤 2 求得s=1。 
步骤 3 求出当Ｂ1=ts时的最小扩充费用g*(ts，r0)，并输出(ts，g*(ts，r0))。 
步骤 4 若s≠k，s= s +1；否则，结束。 
步骤 5 求出当Ｂ1=ts时的最小扩充费用g*(ts，r0)。 
步骤 6 若g*(ts，v)= g*(ts-1，r0)，转向步骤4；否则，输出(ts，g*(ts，r0))，转向步骤4。 
上述算法的思想是首先确定扩充时间所在的整数区间，然后析出区间内的每一个合理值，再分别调用

前文的方法求解最小费用问题，得到所有的Pareto解。该算法在最坏情况下
的复杂度为O((tu- tl)O(T))，其中，O(T)为求解问题P2的算法时间复杂度。 

3  计算示例 
例：现有的流网络N如图2，要求扩充后网络的容量在区间[20，25]内，

试给出扩充时所有的Pareto优化解？ 
解：现有流网络N的容量v 0*=11，当r0=20时，tmin=2，tmax=7，[tl，tu]=[18，

63]。S数列为18，20，21，22，24，25，26，27，28，30，32，
33，34，35，36，38，39，40，42， 44，45，46，48，49，50，
51，52，54，55，56，57，58， 60，62。利用上述算法，可得到
当r0=20时所有的Pareto解为(20，16)，(25，15)，(30，14)，(35，
13)，(40，12)。同理可求得容量为21至25时的所有Pareto优化解(见
图3)。 

从图3中的曲线可以看出，当决策者对工期要求不紧迫，但希
望节约费用时，理想的方案有r0为23时的(30，23)，r0为24时的(36，
25)，以及r0为25时的(36，31)和(42，27)。因为在牺牲时间不多的
情况下，较大地降低了费用。同样，如果决策者的首要需求是工

期时，也可以方便地根据实际需要选择合适的点，做出经济合理

的决策。 
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图2  流网络图 
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图3  示例中的全部Pareto优化解 
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4  结 束 语 

已知目标求过程属于逆优化的范畴，它正在获得越来越多的学者的关注。网络扩充在现实生活中有着

极其广泛的应用，出于现实的考虑，本文将时间约束加入到网络扩充问题中。通过网络变换，解决了给定

时间限制和扩充目标容量求最小扩充费用的问题，并给出了网络容量的时间、费用Pareto扩充算法。本文的
算法具有最一般化的形式，如果将时间约束放松至无穷，则问题便转化为仅考虑费用限制的网络容量扩充

问题。事实上，网络规划是网络扩充的一个特例，只不过网络规划的现有网络为空。本文的研究同样适用

于网络规划，可为决策者提供充足的信息，做出正确合理的决策。 
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6  MPLS，QoS与宽带VPN业务 
实现基于IP的VPN具有效率高、可扩展性好、管理配置简单等特点，适合超大规模的VPN应用。随着

MPLS技术的完善和成熟，将保证全程全网端到端的高服务质量(Quality of Service，QoS)的互连互通，可满
足不断增长的Internet业务对骨干网络设备的需求，其电信级可靠性、线速转发性能、完善的Diffserv/QoS机
制和丰富的业务处理能力，适合于Internet骨干网和城域骨干网(Metropolitan Area Network，MAN)的建设需
要；它支持MPLS交换，具有高速、宽带、智能、可靠、组网灵活等特点，并支持IP业务的QoS需求，为网
络提供IP业务、VPN业务、智能路由，并对未来的MPLS网络业务提供良好的支持，可通过划分VPN网络来
保障专业行业网络的安全性。 

目前MPLS VPN技术已不断成熟，发展与应用也十分迅猛。MPLS VPN技术必将构建一个多业务的IP网
络，为用户提供具有QoS保障、安全可靠，高速灵活的业务。 
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