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欠采样超宽带LFM信号参数估计 
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【摘要】针对Nyquist采样频率过高、硬件实现困难的问题，提出一种基于欠采样的超宽带线性调频信号的调制斜率和初

始频率估计方法。该方法利用互谱ESPRIT算法和余数定理对欠采样信号进行解模糊，在低信噪比情况下仍能较精确地估计超

宽带线性调频信号的调制斜率和初始频率。计算机仿真证实了该方法的有效性。 
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Abstract  In some applications, sampling with Nyquist frequency may be hard to implement due to 

hardware limitation. Based on subsampling，a method which estimates the modulation rate and initial frequency of 
the ultra-wideband LFM signal is presented in this paper. Based on the cross-spectra ESPRIT algorithm and 
remainder theorem, the modulation rate and initial frequency of the subsampling ultra-wideband LFM signal are 
estimated unambiguously and precisely even in low SNR. Simulation confirms the validity of the method. 
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对于超宽带线性调频(LFM)信号，按照Nyquist采样定理要求A/D采样率须高于信号最高频率两倍，使数

字量化、存储非常困难，且后端数字处理速度也难以匹配。欠采样是一种较现实的解决方案。然而，如何

消除欠采样后频谱混叠是问题的关键。文献[1-2]分别用余数定理和FFT、时延技术以及谱峰周围数据与

ESPRIT算法实现了欠采样信号的频率估计；文献[3-4]基于多路采样和高分辨率算法实现了多正弦信号的频

率估计。上述方法仅适用于正弦信号，不能直接用于线性调频信号。文献[5]基于模拟时域相关、FFT和余数

定理解模糊实现了宽带LFM信号调制斜率 k 的估计，但对采样率小于初始频率f0情况未提及解决方案，且参

数估计精度受数据长度影响。文献[6]用分段解线调和波束空间ESPRIT方法获得了调制斜率和初始频率的估

计，却不适合超宽带信号。本文用两路不同采样率A/D欠采样，在数字域延时后与原信号共轭相乘，用互谱

ESPRIT算法和相关的解模糊技术得到调制斜率和初始频率估计。  

1  调制斜率估计 
假设一个超宽带线性调频信号和噪声构成的模拟信号为： 
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式中  0f 、k 、A和ϕ 分别为初始频率、调制斜率、幅度和相位； ( )v t 为相互独立且与信号不相关的零均值

高斯白噪声。用采样率分别为 s1f 和 s2f ( s1 s2f f和 小于信号带宽 B kT= ，T 为脉宽)对 )(tx 欠采样，有： 
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1( )x n 和 2 ( )x n 均延时τ 后的共轭分别与 )(1 nx 和 )(2 nx 相乘，有： 
2

1 0j(2π / 2π π )2
1 11( ) e ( )sk n f f kr n A v nτ τ τ+ −= +                               (3) 

2
2 0j(2π / 2π π )2

2 22( ) e ( )sk n f f kr n A v nτ τ τ+ −= +                              (4) 
从式(3)和式(4)可以看出， 1( )r n 和 2 ( )r n 都是频率为 τk 的含噪声的正弦信号序列， )()( 2211 nvnv 和 是信号

和噪声构成的交叉项及噪声与噪声的乘积项。只要估计出频率 τk ， k 可以估计。 
根据式(3)和式(4)可知， k 的估计精度与延时τ 有关。当τ 较小时， τk 的估计误差将会造成 k 的估计误

差很大。当τ 较大时， 1( )r n 和 2 ( )r n 的数据长度较短，不利于 τk 的估计，所以τ 选取有一个最佳值。 
信号延时τ 后的共轭与原信号相乘得一正弦信号。该正弦信号频率估计误差的CRB反比于 3 2( )T τ− [7]。

于是，τ 的最佳选择为 T4.0opt =τ ，从而， BkTk 4.04.0 ==τ 。所以，当 s2s1 ff 和 的最小公倍数 Bff 4.0),(lcm s2s1 >

时， k 可以无模糊估计。 
因为 1( )r n 和 2 ( )r n 都是频率相同的含噪声复正弦信号序列，可以结合互谱ESPRIT方法估计 1( )r n 和 2 ( )r n

的模糊频率。两路信号的处理过程完全一致，下面只对一路信号进行分析。令： 
                          1 1 1( ) ( )r n r n m′ = + ， 1( 0)m >                                (5) 

定义 1( )r n 和 1( )r n′ 的互相关函数为： 
2 2
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式中  * * *
11 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )v n s n v n s n v n v n v nτ τ τ= − + − + − 。因为 11( )v n 均值为零，且 1( )v n 是相互独立的零均

值高斯白噪声，根据高斯白噪声的四阶矩在非零处的值为零，有 *
11 11 1[ ( ) ( )]E v n v n m m+ + =0，所以
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根据式(6)构造如下 p p× 维( p 大于信号的个数)的矩阵 11R 和 11R̂ ： 

      

11 11 11

11 11 11
11

11 11 11

(0) ( 1) ( 1)
(1) (0) ( 2)

( 1) ( 2) (0)

r r r p
r r r p

r p r p r

− − +⎡ ⎤
⎢ ⎥− +⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− −⎣ ⎦

R ，

11 11 11

11 11 11
11

11 11 11

( 1) ( 2) ( )
(0) ( 1) ( 1)ˆ

( 2) ( 3) ( 1)

r r r p
r r r p

r p r p r

− − −⎡ ⎤
⎢ ⎥− − +⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− − −⎣ ⎦

R    (7) 

         
H

11

H
11

ˆ
S

S

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩

R A A

R A AΦ
                                      (8)  

单信号情况， s1 s1j2π / j2π ( 1) / T[1,e ,...,e ]k f k P fτ τ −=A ， 1 s1j2π /4e k m fS A τ= ， s1j2 /e k fτΦ π= 。构造矩阵束{ }11 11
ˆ,R R ，对该矩

阵束进行广义特征值分解得到特征值矩阵Γ ，根据文献[8]的证明有：  
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由式(9)可知，Γ 只有一个最大特征值，其余 1p − 个特征值为0。从而旋转因子Φ 可求。由于第2路信号

的处理方法与第1路相同，设第2路信号的旋转因子为Ψ ，根据以上算法可以估计出Ψ 。根据余数定理，可

以得到： 
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式中  arg表示幅角。 
从式(10)可知，只要知道 1l 和 2l ，k可以无模糊估计。考虑噪声时，最小化下式可得到 1l 和 2l 的估计 

1 2
1 2 s1 s2 1 s1 2 s2

( , )

arg( arg(( , ) arg min
2π 2πl l
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= − + −                    (11) 

结合式(10)和式(11)可以估计出 kτ。因为τ 已知，所以 k可以估计。 
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2  初始频率估计 
利用估计 k̂ ，产生两路采样频率分别为 s1f 和 s2f 的无载频LFM信号对欠采样信号解线调，有： 

2
0 s1 s1

ˆj(2π / π( )( / ) )
1 1( ) e ( )f n f k k n fy n A v nϕ+ − + ′= + ，

2
0 s2 s2
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当 k̂ k≈ 时，有 0 s1j(2 / )
1 1( ) e ( )f n fy n A v nϕπ + ′≈ + 和 0 s2j(2 / )

2 2( ) ( )f n fy n A v nϕπ + ′≈ +e 。可见 )(1 ny 和 )(2 ny 都是频率为 0f 的

正弦信号，且 1( )v n′ 和 2 ( )v n′ 是信号与噪声的交叉项，且均值均为零。这样，上述互谱ESPRIT算法及解模糊

方法可用于估计 0f 。 

3  计算机仿真 
为了验证本文算法的有效性，本文做了如下仿真。 
假 设 0 270 MHzf = ， 151.051 10   Hz/sk = × ， 10 sT = µ ， s1 200 MHzf = ， s2 210 MHzf = ， 且

10 9
s1 s2lcm ( , ) 4.1 10 0.4 6.04 10f f kT= × > = × 。100次Monte_Carlo实验结果的参数估计的均方根误差(RMSE)与

信噪比(SNR)关系如图1和图2所示。此外还将本文算法与文献[5]的FFT算法进行比较。从图1和图2可以看出，

本文算法的估计精度高于文献[5]的FFT算法。 
根据图1和图2可知，在信噪比为 6 − dB时，调制斜率估计的均方根误差(RMSE)为 101.2 10  Hz/s× ，相对误

差小于1/10 000 ；初始频率估计的均方根误差为(RMSE) 50.6 10  Hz× ,相对误差小于 000 1/1 。 
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                 图1  k估计的RMSE-SNR关系                       图2  f0估计的RMSE-SNR关系 

采集困难和低信噪比是超宽带LFM信号参数估计中必然遇到的问题，已有的LFM信号参数估计方法都

未涉及采集问题。本文通过两路欠采样方法解决了超宽带LFM信号采集困难的问题，并利用两路时域延时

相关和互谱ESPRIT算法对欠采样后的信号进行解模糊完成了低信噪比情况下调制斜率的估计。根据估计 k̂
值，在数字域产生两路与原始信号采样频率相同的欠采样信号来对原信号进行解线调，并利用互谱ESPRIT
算法解决了低信噪比、超宽带情况下 0f 的精确估计。 
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