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分数阶自相关和FrFT的LFM信号参数估计 
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(电子科技大学电子工程学院  成都  610054) 

 
【摘要】基于分数阶自相关和分数阶傅里叶变换的特点，提出了一种LFM信号检测与参数估计方法。相对分数阶傅里叶

二维扫描法和匹配傅里叶变换，所提方法将检测与参数估计的二维搜索变为一维搜索，快速实现信号检测和参数估计，在多

分量LFM信号情况下借助“Clean”的方法来抑制强分量对弱分量的干扰。计算机仿真表明了该算法在低信噪比多分量LFM信

号检测与参数估计中的有效性。 
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Abstract  In this paper, a fast method for parameters estimation of the multi-component linear frequency 

modulated (multi-LFM) signal is proposed. The proposed algorithm reduces two-dimensional searches, widely used 
in the time-frequency based method, FrFT and Chirp Fourier transform, into two one-dimensional searches. With 
utilizing the discrete FrFT along with Fast Fourier Transform (FFT) algorithm, the proposed method is a 
computationally fast alternative for LFM signal detection and parameters estimation. Analysis of the multi-LFM 
signal is performed using the Clean technique. Finally, computer simulations are provided to illustrate 
performances of the proposed algorithm. 
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线性调频(LFM)信号在雷达、声纳、通信和生物医学等领域中有着广泛的应用，当前LFM信号参数估计

方法主要通过二维目标函数，并结合二维搜索来估计信号参数，比如最大似然估计、基于时频分析的参数

估计方法、分数阶傅里叶变换(FrFT)[1]、匹配傅里叶变换(DCFT)[2]等。由于构造二维目标函数和二维搜索需

要较大的运算量，所以上述方法不适用于实时信号处理。为了减小运算量和实时处理，本文将提出一种分

步参数估计新方法。 

1  分数阶傅里叶变换 
1980年，Namias首先从数学的角度给出了分数阶傅里叶变换(FrFT)的定义[3]，Almeida分析了它和WVD

的关系，并将其解释为时频平面的旋转算子，这一特性决定了FrFT特别适合分析LFM信号。作为傅里叶变

换的一种广义形式，信号的FrFT可以看成信号在时间轴上逆时针旋转角度 α 到 u 轴上的表示。如果

0 πα< < ， ( )x t 的α阶分数阶傅里叶变换定义为： 

( ) { [ ( )]}( )X u F x t uα
α

∆

= = ( , ) ( )dB u t x t tα∫                              (1) 

式中  [ ]Fα ⋅ 为FrFT的算子符号； ( , )B u tα 被称为分数阶傅里叶变换的核函数： 
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当 π / 2α = ，分数阶傅里叶变换退化为傅里叶变换。采用Ozaktas H M等提出的基于FFT的快速算法可实

现分数阶傅里叶变换的快速计算[4]，该算法的计算结果与连续的FrFT的计算结果比较接近。计算时假定信号

的时宽限制在[−T/2,T/2]，带宽限制在[−F/2,F/2]：首先，用 /T FT 的采样间隔对信号离散化，使得信号坐

标无量纲化；然后，用香农内插公式对信号进行2倍内插；采用分解的方法将FrFT分解为卷积的形式，从而

利用FFT来计算信号的FrFT。如果信号采样点数为N，该算法的复杂度为 ( lg )O N N 。 

2  分数阶自相关与模糊函数 
2.1  分数阶自相关 

分数阶自相关源于分数阶傅里叶，其定义为[5]： 
    

2jπ cos sin * j2π sin( ) e ( ) ( cos ) e dtR x t x t tρ α α ρ α
α ρ ρ α −= −∫                        (3) 

式中  ρ ∈ℜ 表示延迟；α表示在时频平面上从时间轴逆时针旋转到 u 轴的角度； ( )Rα ρ 则描述了时频平面

上与 t 轴α角度的u 域自相关。式(3)中可以看出，时域自相关和频域自相关分别对应 0α = 和 π / 2α = 的分数

阶自相关： 
*

0 ( ) ( ) ( )dR x t x t tρ ρ= −∫                                    (4) 
2

j2π *
π / 2 ( ) ( ) e d ( ) ( )dtR x t t X f X f fρρ ρ−= = −∫ ∫                         (5) 

2.2  模糊函数与分数阶自相关 
模糊函数 ( , )xAF vτ 定义为： * j( , ) ( / 2) ( / 2)e dvt

xAF v x t x t tτ τ τ −= + −∫ ，对于线性调频信号，其模糊函数为：

0 0( , ) 2π ( )exp( j )xAF v v fτ δ µ τ τ= + ，式中 0f 和 0µ 分别为信号中心频率和调频斜率。 

分数阶自相关与模糊函数关系由式(6)给出： 
2* π / 2

π / 2( ) ( cos , sin ) ( ) ( )d ( { ( ) })( )xR AF x r x r r F X uα α α αρ ρ α ρ α ρ ρ−
+= = − =∫            (6) 

式中  π / 2F − 表示傅里叶反变换； ( )X uα 表示信号的α 阶分数阶傅里叶变换结果。式(6)中可以看出，模糊函

数过模糊平面原点直线上的累积与信号的α 阶分数阶自相关相一致。当 0,π / 2α = 时，有 0( ,0) ( )xAF Rτ τ= 和

π / 2(0, ) ( )xAF v R v= ；同时，信号的α 阶分数阶自相关 ( )Rα ρ 可以由信号的分数阶傅里叶变换以及快速傅里叶

反变换(IFFT)实现。 

3  多分量LFM信号的检测与估计方法 
含噪声的多分量LFM信号可表示为：  

  
21 j2π( ( / 2))

0
( ) e ( )i i

k f t t
i

i
x t A n tµ− +

=
= +∑     / 2t−∆ ≤ t ≤ / 2t∆                       (7) 

式中  iA 、 if 、 iµ 为各信号分量的幅度、中心频率、调频斜率； ( )n t 为零均值、方差 2σ 的高斯白噪声。 

3.1  调频斜率估计 
调频斜率可以利用分数阶自相关构造的检测统计量进行估计，利用分数阶自相关和模糊函数的关系，

对信号各旋转角度分数阶自相关变换的幅度平方进行积分，当 iµ µ= 时，信号通过分数阶自相关得到了积累，

达到极大值，而噪声经过自相关积分积累后，效果不显著，则调频斜率检测器为： 

 
   2 2 2

   
( ) ( , ) d ( , ) ( cos sin )d d ( cos , sin ) dx x xL AF AF v v v AFµ τ µτ τ τ δ α τ α τ τ α τ α τ

+∞ +∞ +∞

−∞ −∞ −∞
= = − =∫ ∫ ∫     (8) 

将式(6)代入式(8)，得： 
2 

 
( ) ( ) dL Rαµ ρ ρ

+∞

−∞
= ∫                                   (9) 

由 1tanα µ−= ，则检测统计量为： 

 1

2 

tan ( ) 
( ) ( ) dL R

µ
µ ρ ρ−

+∞

−∞
= ∫                                (10) 

所以只需计算式(6)和式(10)，将结果与预先设定的门限进行比较，就可以实现多分量LFM信号检测，并估计

调频斜率。 
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3.2  信号幅度与中心频率估计 
在3.1节估计出信号调频斜率的基础上，可求出调频斜率所对应的分数阶傅里叶变换阶数 ˆiα ，然后作相

应阶数的分数阶傅里叶变换，一维搜索最大值 ˆmax | ( ) |
i

X uα 和对应分数阶域坐标 ˆiu 。中心频率的估计值为： 
ˆ ˆˆ csci i if u α=                                      (11) 

信号幅度的估计值为： 
ˆ

iA = ˆmax | ( ) | /
i

X uα ˆ(| | )
i

tαε ∆                                  (12) 

式中  ˆ ˆ(1 jcot ) / 2π
i iαε α= − 。 

3.3  算法步骤  
在多分量LFM信号环境下，采用了Clean的方法来抑制信号强分量对弱分量的干扰。步骤如下： 
(1) 计算检测统计量 ( )L µ ：首先对 ( )x t 作 1tan (π / 2)µ− + 阶FrFT，得到其幅度平方，IFFT后得到 1tan µ−

阶分数阶自相关，最后累积得到检测统计量 ( )L µ ； 
(2) 估计调频斜率：设定判决门限λ ，通过一维搜索大于λ 的谱峰，以谱峰对应 µ 值作为调频斜率估计

值 ˆiµ ；若 ( )L µ 无大于λ 的谱峰，则结束算法。多级搜索α 可更精确地估计 iµ 。 
(3) 估计信号幅度和中心频率：作 1 ˆtan iµ− 阶FrFT，求得最大值和对应的分数阶频率，由式(11)和(12)得

到 îf 和 ˆ
iA ； 

(4) 运用“Clean”方法，令
2ˆ ˆj2π( j / 2)ˆ( ) ( ) ei

i

i if t tAx t x t µ+∑= − ，返回步骤(1)。 

3.4  算法复杂度 
设序列长度为N，α离散个数为M，信号个数为L。为了减小算法复杂度，多级搜索α，保证估计精度的

同时，α离散个数M也远小于N，有L<<M<<N。该算法的算法复杂度分析如下：FrFT的算法复杂度 ( lg )O MN N ，

IFFT的算法复杂度 ( lg )O MN N ，所以分数阶自相关的算法复杂度为 (2 lg )O MN N ，式(10)的复杂度 ( )O MN 可

忽略，则基于分数阶自相关的调制斜率估计方法复杂度为 (2 lg )O MN N 。由于L<<M，基于分数阶傅里叶的

信号幅度与中心频率估计方法的算法复杂度 ( lg )O LN N 相对可忽略，所以该算法的总复杂度为

(2 lg )O MN N 。对比RWT复杂度 2( )O N M ，匹配傅里叶变换复杂度 2( lg )O N N 等，在M<<N的情况下，该方

法的算法复杂度明显降低。 

4  仿真分析  
仿真 1  在高斯白噪声环境中，本文所提方法的性能分析如图1~3所示。 
信号模型如式(7)。设参数为： 1L = ， 1 1A = ， 1 20 Hzf =  ， 1 50 Hz/sµ =  ，采样点数512。通过100次蒙

特卡洛实验，得到不同信噪比下 1A 、 1f 和 1µ 的均方根误差RMSE。这里，
2

1

ˆ(1/ )
N

i
i

RMSE N ξ ξ
=

= −∑ ，ξ 和 îξ

分别为参数实际值和第 i 次的估计值。在图1中，第1次搜索是以较粗采样间隔对α 进行离散化，第2次搜索

是在第1次搜索的基础上再对α 进行局部离散采样。 rµ 和 eµ 表示调频斜率真实值和估计值。 

仿真1结果表明本文所提方法的估计精度较高。多次搜索可以提高估计效果，并减小运算量。搜索次数

和点数可由估计精度和运算时间确定。由于分数阶傅里叶对信号具有较强的聚集性，调频斜率估计误差对

信号幅度和中心频率估计影响较小。 
仿真 2  在高斯白噪声环境中，本文所提方法的多信号处理能力分析如图4~5所示。 
信号模型如式(7)。设参数为： 3k = ， 1 2 3 1.2A =、、 、0.7、0.2， 1 2 3 150f =、、 、90、−20 Hz， 1 2 3 70µ = −、、 、

30、50 Hz/s，分量信号1~3相对于高斯白噪声的信噪比分别为2、1、−12 dB，信号长度为512点，采样频率

为512 Hz。 
在图4中，两个强分量可以准确地被检测，但信号两个强分量对弱分量干扰较大，使得信号弱分量不易

被检测与参数估计。在图5中，两个强分量被“Clean”后，弱分量得到准确地表示，有利于检测和参数估计。 
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      图1  调频斜率的均方根误差           图2  中心频率的均方根误差           图3  信号幅度的均方根误差 
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              图4  第一次信号检测与调频斜率估计           图5  Clean两个强分量后的信号检测与调频斜率估计 

5  结 论 
在本文提出的方法中，首先运用了分数阶自相关进行调频斜率估计，然后利用得到的调频斜率并结合

分数阶傅里叶变换估计了中心频率和信号幅度。对比其他方法，本文的方法利用两次构造一维目标函数和

两次一维搜索减小了运算量，同时算法复杂度的分析也证实了这点。针对多分量LFM信号，本文采用的

“Clean”方法抑制了强分量对弱分量的影响，仿真分析表明本文算法在低信噪比环境下十分有效。 
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