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以概率p进入M/G/1排队系统的等待时间 
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【摘要】针对输入率可变的休假排队系统是一种重要的排队论模型。讨论在假期内到达顾客以概率p进入M/G/1多重休假

排队系统的逗留时间和等待时间，利用L-S变换和母函数法，得到了任意时刻到达顾客的逗留时间和等待时间的表达式以及系

统平衡时顾客的逗留时间和等待时间。 
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Abstract  Queue system with vacations is an important model of queue theory. In this article we study 

M/G/1 queue system during vacations the arriver enter system with probability p. Using the method of L-S 
transformation and generated function, we Get the expression formulaion of delaying time and the distributing 
generated function of waiting time. 
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1  模型建立 
近年来，国内外对休假排对系统进行了广泛的研究。文献[1-2]讨论了服务台失效后可更新或修理的排

队模型；文献[3]考虑了当系统空时第一个到达的顾客服务时间不同于其他顾客的情形；文献[4]考虑了当顾

客到达空闲系统时，系统不能马上开始服务，而需要一段“冷启动时间”的情形；文献[5-7]研究了延迟休

假的情形；文献[8]研究了成批到达的情况；文献[9-11]讨论了N策略的情形。但一直以来，没有出现关于输

入率可变的M/G/1排队系统讨论的文献，本文在上述文献的基础上，研究输入率可变的M/G/1休假排队系统

的等待时间与逗留时间。 
考虑一个M/G/1排队系统，在该系统中，设顾客到达是参数为λ 的最简单流，顾客到达的时间间隔相互

独立同分布，各顾客的服务时间 1Y ，Y2， 之间独立同分布且： { } ( )iP Y x B x=≤ ， ∫
∞

=
 

0 
  1 x

µ
d )(xB ， )(

~
sb 为

L-S变换，并且与输入之间相互独立。当服务台服务完一个顾客，若发现系统中没有顾客时，服务台开始休

假。当休假结束时，若发现系统中有顾客等待，则立即开始服务，一直工作到另一次休假，若休假结束时

无顾客到达，则进行另一次休假。休假长度V为一随机变量且 ( ) { }V t P V t= ≤ ， θ=EV ， 2)( vVVar σ= ， )(~ sv
为L-S变换，进一步设t=0时刻系统中无顾客时，服务员不去进行休假，而是等待第一个顾客的到达，当第一

个顾客进入系统，则立即开始服务。并且设当服务台处于休假期内时，到达的顾客以概 )10( << pp 进入系

统进行等待，以 p−1 的概率离开而不进入系统。一个完整的休假过程 GV 包括多次休假，即

JG VVVV +++= 21 ， J 是一随机变量，它不仅与 )(tV 有关，而且依赖于到达过程，令 1T 表示假期内到达

的第一位顾客的时刻，则有： 

                                                        
收稿日期：2003 − 06 − 05 
作者简介：李才良(1963 −)，男，硕士，副教授，主要从事排队论、系统可靠性理论及应用等方面的应用. 



                                           电 子 科 技 大 学 学 报                                 第 35 卷   

 

272 

1 1 1 1{ } { }k k kc P J k P V V T V V−= = = + + < + +≤ tptVtV ptkk de)]()([
 

0 

)()1( λλ −
∞

−∫ −=  

令 )(tDn 表示第 n个顾客在系统中的逗留时间，令 }{)( tDPtR nn <= ， Esn =)(~γ e nsD− ，易得： 
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式中  1+nΩ 为第一个在休假期内到达顾客的等待时间；S为第一个顾客的服务时间；其分布函数为 )(tB ，由

于在休假期内到达顾客数服从参数 pλ 泊松流，所以 1+nΩ 与 n无关，令 1( ) { nt P tΩ Ω += ≤ ， {)(~ Esw = }e 1+− nsΩ 。 
引理 1  令ξ 、T 为非负相互独立的随机变量，并且有 { } 1 e  ( 0)tP T t tλ−= −≤ ≥ ，则： 
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并且有 ETP ==− + }0){(ξ e λξ−  
引理 2  对标准M/G/1排队系统，令 ( ) {jk t P k t= ≤ ，在忙期中服务了j个顾客}，若 ( ) 0e sℜ ≥ ， 1|| <u ，

则： ∑ =
∞

=1
),()(

j

j
j ususk γ ，其中 ),( usγ 为方程 ))1((

~
zsbuz −+= λ 在单位圆 1|| <z 内的唯一解 。 

2  主要结论 
定理 1  设第一个顾客的等待时间为 )(tw ，其L-S变换为 )(~ sw ，则对于 )Re(s ≥0，有： 

  ( ) ( )( )
1 ( )

p v s v pw s
p s v p
λ λ

λ λ
−

=
− −

                                (3) 

证明  由于休假期内到达是参数为 pλ 的泊松流，休假期内第一个顾客是在该期内最后一次休假中到

达，其等待时间为最后一次休假的剩余时间，与前 1−k 次休假无关。     
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把式(4)两边作L-S变换，再把式(5)代入即得。 
定理 2   对于 )Re(s ≥0， 1|| <u ， Esn =)(~γ e nsD− 的母函数分布为： 
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式中  )(~ sw 由式(3)给出， ∑=
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证明  由式(1)以及 +
+− )( 1nn TD 与S的独立性可得： 
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式中  若 +

+− )( 1nn TD =0，此时系统处于休假期， 1+nT 为参数 pλ 的指数分布，若 +
+− )( 1nn TD >0，系统处于忙

期， 1+nT 为参数λ 的指数分布。由引理2，当 λ≠s 时，有： 
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代入式(7)，即得： 
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把式(8)两边同乘以 nu 再相加得： 
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式中  当 1=p 时，系统即为输入为泊松流，参数为λ 的一般M/G/1休假排队系统，式(9)可化为： 
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式中  当 1|| <u 时，由Takacs Lemma上式右端分母有唯一的零点，此时 ))(1( ugs −= λ 。则有： 
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若输入参数是 pλ 的泊松流，同理得： 
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把式(10)、(11)代入式(9)即得结论。 
利用Abel′s定理以及 Gη 与Ω的相互独立性可得。 
定理 3  若 1<ρ ，由于 )(~ sγ 与初始逗留时间 )(1 tR 相互独立，有： 
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1)1( −− ρ ，把式(6)代入，求极限即可得式(12)。 
                                                证毕 

令 nH 表示第 n个顾客的等待时间， )(tH n 为其分布函数， ∫
∞
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n sH d )(tH n 为 )(tH n 的L-S变换。 

定理 4  对 )Re(s ≥0， 1|| <u 时， )(~ sH n 的母函数分布为： 
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式中  )(~ sw ； )(ug ； )(1 ug ； )(~
1 sw 与定理2中的相同。 

证明  由逗留时间可知
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对式(14)取母函数得： 
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把式(10)、(11)代入式(15)即可得式(13)。 
 
对于平稳等待时间 H ，可得如下定理。 
定理5  若 1<ρ ，对于 )Re(s ≥0有： 
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证明  由于 )(~ sH n 的极限分布存在，利用Abel's定理以及定理3有： 
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把式(12)代入式(17)即得式(16)。                                                            证毕 

3  结 束 语 
本文讨论的是到达率可变的排队系统，它是M/G/1休假排队系统的更一般的模型，实用范围更为广泛，

当 1=p 时，本文所得的结果与文献[11]中M/G/1休假排队系统的结果相同。 
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