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·计算数学· 

5次交错群A5的10阶子群的一个构造方法 

孙自行 ，王  雪 
(阜阳师范学院数学系  安徽 阜阳  236032) 

 
【摘要】A5的元最大阶数是5，使用有限群的Lagrange定理，A5的10阶子群元的阶只可能是2，5。但由于拉格朗日定理的

逆不成立，因此是否存在A5的10阶子群仍是问题。该文通过对5-循环置换各次方幂的计算及其研究，找到A5的10阶子群元的
构成规律，并使用构造性方法给出了5次交错群A5的6个10阶子群。 
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A Way to Construct Ten-Order Subgroup of A5 

 
SUN Zi-xing，WANG Xue 

(Department of Mathematics, Fuyang Normal College  Fuyang Anhui  236032) 

 
Abstract  The maximum order of A5’s element is 5. By using Lagrange theorem , the could-be order of the 

element of A5’s subgroup are 2 and 5, but in general the inverse of the Lagrange theorem is not hold, whether the 
ten-order subgroup of A5 exist is still a problem to discuss. Based on the researching and calculation on the power 
of 5-cyclic permutation, the forming law of the 10 order subgroup of A5 is fined and therefore 6 10-order subgroup 
of A5 are obtained by using the law. 
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群及半群理论等代数结构思想是计算机专业重要的专业基础理论。关于子群及子群个数的研究在计算

机通信、代数编码及计数理论研究中都具有重要意义。n次对称群Sn是一个重要的群，根据有限群的凯莱

(A.Cayley)定理，任何有限群G总同构于Sn的一个子群H，只要能够解决Sn的所有子群H及这些子群的结构，
则所有的有限群G的问题就被彻底解决了。当n较大时，要找出Sn的全部子群及决定各个子群的结构是非常

困难的。有文献从纯群论的角度或使用计算机辅助算法来讨论n次对称群Sn的情况。文献[1-5]给出了A5的一

些性质；文献[6，7]讨论了群的自由积的高可迁表示；文献[8]使用计算机做出S6的1 455个子群；文献[9]讨
论了Sn的一类子群。这些文献的研究表明对n次对称群Sn及其子群的讨论依然是非常活跃的。 

5次对称群S5的子群A5的10阶子群是一类在结构上较为复杂的群，本文使用有限群的拉格朗日定理及n
次对称群的一些结果，构造性地给出了A5的6个10阶子群。 

1  预备定理 
定理 1  设G是有限群，H≤G，则∣G∣=∣H∣×[G ：H]。其中符号[G ：H]表有限群G的子群H在G

中的指数， 
根据拉格朗日定理，可以容易地得到如下重要的推论。 
推论  设G是有限群，∀a∈G，其中|a|表元素a的阶数，则 | |a  |G|。 
定理 2  记k-循环置换π =(i1i2⋯ik)，则当k为奇数时，k-循环置换π =(i1i2⋯ik)是偶置换。 
证明  使用做置换乘法的方法不难验证π =(i1i2⋯ik)=(i1i2)(i1i3)(i1i4)⋯(i1ik)，即π可表为k−1个对换，也即
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为偶数个对换的乘积，因此π是偶置换，证完。 
定理 3  设k是奇数，k-循环置换π =(i1i2 ik)，则π 1，π 2，π 3， ，π k–1，π k分别为(i1i2 ik)，(i1i3i5i7 )，

(i1i4i7i10 )， ，(i1ikik-1ik-2 )，即π s=(i1i1+si1+2s )，（1）；若i的下标号≥k，则应取以k为模的余数。 

证明  直接做置换的乘法，即可得到上述结论。 

2  主要结果 
2.1  5-循环置换幂的计算 

首先以π =(12345)的各次方的求得过程来说明一个更一般的5-循环置换的各次方幂的计算方法。 
使用定理3，可以得到5-循环置换π =(12345)的各次方为： 

(12345)1， (12345)2， (12345)3， (12345)4， (12345)5

        
(12345)   (13524) (14253) (15432)   (1)

== = = =

 
与上述各次幂的结果相对应的图形如图1。 

例如要直接写出(12345)3的方法是先写出“1”，注意到这里是3次方，按顺时针方向，从下一个数开始，
连续数3个数写下第2个数“4”，再从4的下一个数开始，连续数3个数写下第3个数“2”，再从2下一个数开
始，连续数3个数写下第4个数“5”，同上，再写下第5个数“3”，即得到置换(14253)，如图1所示。 
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     a．依次连续数1个数    b．依次连续数2个数    c．依次连续数3个数    d．依次连续数4个数    e．依次连续数5个数 

图1  5-循环置换各次方幂的计算示意图 

因|S5|=5！=120，5次对称群S5的元的奇偶性各占一半，因此A5刚好包含了5次对称群的全部60个偶置换。
由定理2，可写出5次交错群A5的全部元素，分别为1-循环，3-循环，5-循环。按元的阶数排列，A5的全部元

如下： 
1) 1-循环1个，即单位元(1)，阶为1； 
2) 3-循环20个，即(123)、(132)，(124)、(142)，(125)、(152)，(134)、(143)，(135)、(153)，(145)、(154)，

(234)、(243)，(235)、(253)，(245)、(254)，(345)、(354)，而且其中每组的两个互为逆元； 
3) 5-循环24个，使用上述图形所示的方法，全部24个5-循环按1，2，3，4次方幂进行分组，共6组，分

别是： 
(12345)、(13524)、(14253)、(15432)，    (12354)、(13425)、(15243)、(14532)， 
(12435)、(14523)、(13254)、(15342)，    (12453)、(14325)、(15234)、(13542)， 
(12534)、(15423)、(13245)、(14352)，    (12543)、(15324)、(14235)、(13452)。 

另有15个2×2-循环置换的乘积，按(ij)(kl)×(ik)(jl)=(il)(jk)的结果，又可以分为5组，每组中两个的乘积等
于第3个，即： 

(12) (34)、(13) (24)、(14) (23)，     (12) (35)、(13) (25)、(15) (23)， 
(12) (45)、(14) (25)、(15) (24)，     (13) (45)、(14) (35)、(15) (43)， 
(23) (45)、(24) (35)、(25) (34)。 

2.2  A5的10阶子群的构造 
定理 4  5次交错群A5至少存在6个10阶子群。 
证明 设10阶子群H≤A5，由定理1及推论，则H的元的阶只可能为1，2，5，10，但是，显然无10阶元，

所以除单位元外，元的阶只能是2或5，组成A5的10阶子群的元除单位元之外，只可能由上述的5-循环置换及
2×2-循环置换的乘积形式的元组成。 

首先采用构造性方法给出符合这种条件的6个子集，即：  
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               (ijklf)1，   (ijklf)2，   (ijklf)3，   (ijklf)4，    (ijklf)5 

                                                
               (ijklf)，   (ikfjl)，   (iljfk)，    (iflkj)，    (1)       
                ↓           ↓         ↓          ↓         ↓ 
          H1={(12345)，   (13524)， (14253)， (15432)，  (1) 
              (12)(35)，   (13)(54)， (14)(23)， (15)(42)         → (25)(34)}； 
          H2={(12354)，   (13425)， (15243)， (14532)，  (1) 
              (12)(34)，   (13)(45)， (15)(23)， (14)(52)         → (24)(35)}： 
          H3={(12435)，   (14523)， (13254)， (15342)，  (1) 
              (12)(45)，   (14)(35)， (13)(24)， (15)(32)，       → (25)(34)}； 
          H4={(12453)，   (14325)， (15234)， (13542)，  (1) 
              (12)(43)，   (14)(35)， (15)(24)， (13)(25)，       → (23)(45)}； 
          H5={(12534)，   (15423)， (13245)， (14352)，  (1) 
              (12)(54)，   (15)(43)， (13)(25)， (14)(32)，       → (24)(35)}； 
          H6={(12543)，   (15324)， (14235)， (13452)，  (1) 
              (12)(53)，   (15)(34)， (14)(25)， (13)(42)，       → (23)(45)}。 
每个子集的构造方法是： 
(1) 包含由一个5-循环置换生成的4个5-循环置换，1个单位元，5个2×2-循环置换乘积。 
(2) 前4个2×2-循环置换乘积通过如下的方法构造，最下行的前4个2×2-循环置换乘积是由上一行对应的

5-循环置换按下述法则构成，即由上行5-循环置换的前两个数字构成2×2-循环置换乘积的第一个因子，由上
行5-循环置换的第3及第5个数字构成2×2-循环置换乘积的第2个因子。箭头示意出了构造过程。 

     (ijklf)1，  (ijklf)2，  (ijklf)3，  (ijklf)4，  (ijklf)5， 
                                                                         
    (ijklf)，  (ikfjl)，  (iljfk)，  (iflkj)，    (1)，  
         ↓           ↓          ↓          ↓        
    (ij)(kf)，  (ik)(fl)，  (il)(jk)，  (if)(lj)，    →(jf)(kl)。 
(3) 对于第5个2×2-循环置换乘积的构造，因数字i，j，k，l，f是互不相同的5个数字，每次取其中的两

个，共形成10个2-循环置换，它们分别是(ij)，(ik)，(il)，(if)，(jk)，(jl)，(jf)，(kl)，(kf)，(lf)。在构造方法2)
中，每个Hi的前4个2×2-循环置换乘积共使用其中的8个，余下的两个构成‘→’后第5个2×2-循环置换乘
积，因两个不相连的循环置换的乘积可以交换，所以第5个2×2-循环置换的构成是一义的。上述做法仅与数
字标号的位置有关，而与数字的数值无关，因此上述每个Hi的构成是唯一确定的。 

* (12345) (13524) (14253) (15432) (1) (12)(35) (13)(45) (14)(23) (15)(24) (25)(34) 

(12345) (13524) (14253) (15432) (1) (12345) (25)(34) (12)(35) (13)(45) (14)(23) (15)(24) 

(13524) (14253) (15432) (1) (12345) (13524) (15)(24) (25)(34) (12)(35) (13)(45) (14)(23) 

(14253) (15432) (1) (12345) (13524) (14253) (14)(23) (15)(24) (25)(34) (12)(35) (13)(45) 

(15432) (1) (12345) (13524) (14253) (15432) (13)(45) (14)(23) (15)(24) (25)(34) (12)(35) 

(1) (12345) (13524) (14253) (15432) (1) (12)(35) (13)(54) (14)(23) (15)(24) (25)(34) 

(12)(35) (13)(45) (14)(23) (15)(24) (25)(34) (12)(35) (1) (12345) (13524) (14253) (15432) 

(13)(45) (14)(23) (15)(24) (25)(34) (12)(35) (13)(54) (15432) (1) (12345) (13524) (14253) 

(14)(23) (15)(42) (25)(34) (12)(35) (13)(45) (14)(23) (14253) (15432) (1) (12345) (13524) 

(15)(42) (25)(34) (12)(35) (13)(45) (14)(23) (15)(24) (13524) (14253) (15432) (1) (12345) 

(25)(34) (12)(35) (13)(45) (14)(23) (15)(24) (25)(34) (12345) (13524) (14253) (15432) (1) 

图2  子集H1的元素对A5的代数运算的封闭性 

其次证明Hi≤A5，i=1，2，3，4，5。 
由于上述的做法仅与数字标号的位置有关，因此只要证明其中的一个Hi满足Hi≤A5，则上述每个Hi≤A5，

i=1，2，3，4，5。下面只证明H1≤A5。 

= = = = = 

= = = = =
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证明  根据一个群的有限子集对于该群的代数运算做成子群的充要条件，只要证明H1对于A5的乘法封

闭，为此作如下的乘法，见图2。由该乘法，显然H1对A5的乘法封闭，所以H1≤A5，证完。 
A5的10阶子群的构造即为本文的主要结果。 

3  结  论 
一般地，对于一个代数结构来说，研究它的方法之一是要搞清它的子结构的情况，这包括对于存在性

及其在同构意义下对于个数的确定，而要解决一个代数结构的子结构的存在性及个数问题是比较困难的。

本文的意义在于，使用计算5-循环置换的方幂的办法，找到了构造A5的10阶子群的简单巧妙的办法；并且猜
测A5只有这6个10阶子群。 
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(上接第377页) 
4.2  性能分析 

本系统中的主站通讯全部采用TCP/IP网络结构，分布式I/O采用PROFIBUS现场总线结构。Webit-GRTU、
Intouch监控系统、Siemens PLC S7-400等之间无需中间转换装置便能较好地协同工作、交互数据。其中
Webit-GRTU发挥了独立智能控制及协调能力，并经受住钢厂恶劣环境的考验。 

比较原来使用Modbus通讯的RTU，每个操作站和服务器接收RTU数据都要配置专门的Modbus通讯模块
和通讯软件，而使用Webit-GRTU，通过ActiveX、DDE、OPC很方便的将RTU控制和PLC控制系统融为一体，
无须额外的软硬件投资。Webit-GRTU采用了RTL8019AS 10M以太网卡，经测试，单字节传输速率一般在720 
µs左右，与传统的RTU串行传输方式相比，速度提高了30～100倍左右。实际应用中，操作站画面的数据扫
描周期由原来的5~10 s缩小到2 s以内，完全符合工艺控制要求。同时Webit-GRTU突破了传输距离的限制，
通过网关和路由，可以将信息传递到Internet网的任一角落。 

5  结  论 
Webit-GRTU不仅遵循IEC 60870-5-101/104通讯规约，较好地解决了设备之间的互联及升级问题，而且

将RTU的通讯速率提高到了微秒级，保证系统的实时性。实践证明，Webit-GRTU具有网络布线简捷，可扩
展性好，抗干扰能力强。它为传统RTU低成本更新换代提供改造参考，通过统一的Internet/Intranet网络覆盖
全部智能设备，为实现管控一体化的透明工厂思想开辟了一条有效途径。 
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