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【摘要】通过引入修正理赔总量和修正盈余的概念，探讨了在相继两时期的理赔总量具有相关性的条件下的一种离散时

间风险模型，给出了破产发生时期数和最终破产概率的定义，采用鞅论方法得到了最终破产概率的Lundberg上界。 
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Abstract  Are studied by introducing the modified surplus and modified claim amounts, Some questions in a 

discrete risk model. The lundberg upper bound of  the ultimate probability of ruin is obtained by using the 
martingale approach. 
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经典的风险模型通常表述如下：给定保险公司一定的初始资本，允许他承保具有某种统计分布的风险，

并允许他根据风险的特点连续地(或离散地)收取相应的保费。按照对收取保费的方式划分可以把风险模型分
为连续模型和离散模型两种。离散模型采取离散收费的原则，即以一定时间长度为收费的单位区间，在每

一单位区间内只收取一次固定的保费。经典的离散时间风险模型都假设不同时期的理赔总量是相互独立同

分布的随机变量[1-3]。但是在许多情况下，这种假设是不现实的。为此，本文将做些推广，考虑一阶自回归

模型 )1(AR [4]，它容许相继两时期的理赔总量具有相关性。通过引入修正理赔总量和修正盈余的概念，用鞅

论方法得到了最终破产概率的Lundberg上界。 

1  模型的描述 
记 nU 为保险公司在时刻 ),2,1,0( =nn 的盈余，假设： 

nn SncuU −+=                                   (1) 
式中  0Uu = 为初始盈余； c为单位时期(不失一般性，可假定单位时间区间 ],1( nn − 为第 n个单位时期)内
收取的保费量； nS 为前 n个单位时期的理赔总量；再假设： 

,2,1        21 =+++= nWWWS nn                            (2) 
式中  iW 为第 i 单位时期的理赔总量，且 iW 满足 AR式(1)模型： 

,2,1        1 =+= − iaWYW iii                               (3) 
式中   , ,  ,11 21 YYa <<− 为相互独立同分布的随机变量，而且 caYE i )1(][ −< 。如果 ω=0W ，则就完全决

定了 iW 的 )1(AR 模型。 

为了后面讨论的方便，把满足上述条件的离散时间破产模型记为模型(Ⅰ)。需要注意的是，当 0=a 时，

模型(Ⅰ)便是经典的离散时间破产模型[5]。 
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定义 1  记 min{ :T n n= ≥1， }|0 0 uUU n =< ，即盈余 nU 首次小于0的时刻T，称为模型(Ⅰ)的破产发
生时期数(若对所有的n均有 nU ≥0，则理解为 ∞=T )。 

记 },{),( 00 ωωΨ ==∞<= WuUTPu ，则 ( , )uΨ ω 称为模型(Ⅰ)的最终破产概率。 
显然， ),( ωΨ u 是两个变量 u和ω的函数。 

2  修正盈余 nÛ 和修正理赔总量 nŴ  
利用递推式(3)，有： 

  ωii
iii aYaaYYW ++++= −
− 1

1
1                               (4) 

前n个单位时期的理赔总量为： 
=+++++++++++= −

− ω)()1()1( 2
1

1
1

nn
nnn aaaYaaYaYS  

ω
a
aaY

a
aY

a
aY

nn

nn −
−

+
−

−
++

−
−

+ − 1
1

1
1

1
1

11

2

                                 (5) 

当 ∞→n 时，式(5)右端倒数第二项收敛于 11
1 Y

a−
，这表明 1Y 对总理赔量的贡献最终为 11

1 Y
a−
。 

考虑时期 1,   2, , ( 0,1,2, )n n n m n+ + + = 中的理赔总量，并记为 mnS , ，即： , 1 2n m n n n mS W W W+ + += + + + ， 
其中每个单位时期的理赔总量 iW 由式(3)描述的随机过程产生，则： 
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当 ∞→m 时，式(6)右端最后一项收敛于 nW
a

a
−1

，则令：  
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ˆ                                    (7) 

式中  nÛ 为修正盈余； ω
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式中  
a

Y
W i

i −
=

1
ˆ 为第 ),2,1( =ii 单位时期的修正理赔总量； nn WWWS ˆˆˆˆ

21 +++= 为前 n个单位时期的修

正理赔总量。显然，不同单位时期的修正理赔总量 ,2,1,ˆ =iWi 是相互独立同分布的。这样，令： 

nn SncuU ˆˆˆ −+=                                     (9) 

则由式(9)给出了一个经典的离散时间风险模型，记为模型(Ⅱ)，其中 0
ˆˆ Uu = 为初始盈余；c为单位时期内收

取的保费量； nŜ 为前 n个单位时期的理赔总量； iŴ 是第 i单位时期的理赔总量，且 1Ŵ ， ,ˆ
2W 相互独立同

分布。本文在前面假定
a

YE
c

−
>

1
][ 1 ，表明考虑了非负安全负荷，保证了保险公司的安全经营。 

定义 2  记 nnT :min{ˆ = ≥1， }ˆˆ|0ˆ
0 uUU n =< ，即盈余 nÛ 首次小于０的时刻 T̂，称为模型(Ⅱ)的破产

发生时期数(若对所有的 n均有 nÛ ≥0，则理解为 ∞=T̂ )。 

记 }ˆˆ|ˆ{)ˆ(ˆ
0 uUTPu =∞<=Ψ ，则 )ˆ(ˆ uΨ 称为模型(Ⅱ)的最终破产概率。 

定义 3  定义模型(Ⅱ)的调节系数为方程： 
1)()exp( ˆ =− rMcr

iW                                  (10) 

的正解 R̂，则 R̂具有性质： 
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这表明 R̂和 iY 的分布与 ca, 的值有关。其中 ˆ
ˆ( ) [exp( )] exp
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母函数。 

3  重要结果 
定理  对推广模型(Ⅰ)，其最终破产概率 ),( ωΨ u 为： 

]|)ˆˆ[exp(
)ˆˆexp(),(

∞<−

−
=

TURE
uRu

T

ωΨ                           (12) 

证明  令 ,2,1,ˆˆ =−= nSncV nn ，则：
a

Y
cWcVV n

nnn −
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++ 1
ˆˆˆ 1

11 。由于 21 ,YY 相互独立同分布，则

nVn |ˆ{ ≥1}是具有齐次独立增量的随机序列，这样[3]： 

+∞=
∞→ nn
Ûlim                                      (13) 

又令 nnnnn VRZVRXURX ˆˆ),ˆˆexp()ˆˆexp( 0 −=−=−= ，其中 )ˆˆexp(0 uRX −= ，则 nZ n |{ ≥1}是零初值、且具
有齐次独立增量的随机序列，且由式(10)得： 
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那么{Xn|n≥1|}为一正鞅[5]。于是，对于破产发生时期数 T̂，以及任意给定时刻 t， tT ∧ˆ 为正鞅 nX n |{ ≥1}

的有界停时[5]，特别地，取 Tt = 时， TT ∧ˆ 也为正鞅 nX n |{ ≥1}的有界停时，则 ˆ 0[ ] [ ]T TE X E X
∧

= = ˆ ˆexp( )Ru−

其中 },ˆmin{ˆ TTTT =∧ ，所以： 
ˆ ˆexp( )Ru− = ˆ

ˆ[ | ]T TE X T T
∧

< ˆ{ }P T T< + ˆ
ˆ[ | ]≥T TE X T T

∧
ˆ{ }≥P T T =  

                            ˆ[ | ]TE X T T P< ˆ{ }T T< + ˆ
ˆ[ | ]≥TE X T T ˆ{ }P T T =≥  

ˆ[exp(E R− ˆ )TU ˆ| ]T T< ˆ{ }P T T< + ˆ[exp(E R− ˆ
ˆ )TU ˆ| ]≥T T ˆ{ }P T T≥      (14) 

这样，在式(14)的两端令 ∞→T̂ ，并由式(13)注意到 0)ˆˆexp(lim ˆˆ
=−

∞→ TT
UR ，得： 

])ˆˆ[exp()ˆˆexp( ∞<−=− TUREuR T { }∞<TP  
则式(12)得证。 

推论  如果 0 1≤ a < ，则： 
ˆ ˆ( , ) exp( )u RuΨ ω −≤                                 (15) 

证明  因为 0 1≤ a < 时，由 nnn W
a

aUU
−

−=
1

ˆ ，得 ˆ ≤n nU U ，特别地， ˆ 0≤T TU U < 于是式(15)得证。 
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