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含一般时延的高阶泛函微分方程的周期解  
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【摘要】研究了一类含有“一般”时延的高阶泛函微分方程的周期解问题，将原方程化为等价的泛函微分方程，并利用

该等价泛函微分方程的特征方程，得到了原方程具有周期解的充分必要条件，即其等价方程的特征方程具有不为零的纯虚根。 
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Abstract  In this paper the periodic solution problem of high-order Functional Differential Equations (FDE) 

with “general” delays is studied. By changing the original equations into its equivalent FDEs and using the 
characteristic equation of the equivalent FDEs, the sufficient and necessary condition on which the periodic 
solutions of the original equations exist is presented, i.e., characteristic equation of the equivalent FDEs has 
nonzero imaginary solutions. 
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1  绪  论  
对于泛函微分方程的周期解问题，文献[1-4]针对不同情况进行了研究，现考虑如下方程： 
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式中  ( ) nt ∈x R ； , n n
i i

×∈A B R ； ir为正实数；m为自然数。文献[1]对式(1)的周期解进行了研究，给出了周

期解存在的充分必要条件。显然，对任一固定 i， ( ) ( )i
it r−x 的各个分量 )()(

i
i

j rtx − 有着相等的时延 ir ， 

1,2, ,j n= 。本文针对具有“一般”时延(即 ( ) ( )i
it r−x 的不同分量 )()(

i
i

j rtx − 具有不同时延 ijr )的高阶泛函微
分方程，给出了该类方程存在非常数周期解的充分必要条件。         

2  主要结果 
引理 1[3]考虑方程： 
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式中  ,ia r R∈ 均为常数，且 r >0， ( )t ∈x R。式(2)对应的特征方程为： 
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式(2)具有非常数周期解的充分必要条件是其特征式(3)具有不为零的纯虚根。在许多情况下遇到的是比式(2)
更一般的情形： 
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引理 2  考虑方程： 
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式中  ( ) nt ∈x R ； , , ,n n
i i k

×∈A B C R 且为常值矩阵； ki cr , R∈ ； q为自然数。则式(4)具有非常数周期解的充
分必要条件是其特征方程： 
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具有非零的纯虚根。其中 I 为单位矩阵。 
证明  令            

   ( ) e tt λ=x b                                         (6) 

为式(4)的形式解，式中 n∈b R ，将式(6)代入式(4)可得： 
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即   
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从而可得式(4)对应的特征方程即式(5)。余下的证明过程类似于引理1，本文略去。在式(4)中，对任一固定 i，
( ) ( )i

it r−x 仅有一个时延 ir，即同次微分仅有一个时延。可推广到如下情形，即同次微分含有多个时延： 

引理 3  考虑方程： 
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式中  ( ) nt ∈x R ； , , n n
ij i k

×∈A B C R ，且为常值矩阵； kij cr , R∈ ； qpi , 均为正整数。式(9)对应的特征方程为：  
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式中  I 为单位矩阵。则式(9)具有非常数周期解的充分必要条件是其特征式(10)具有非零纯虚根。 
证明  证明过程类似于引理2，故略去。 
式(4)对任一固定 i， ( ) ( )i

it r−x 的各个分量 )()(
i

i
j rtx − 有着一个相等的时延 ir ， j =1,2, ,n。若使各分

量有相异时延，则有如下定理： 
定理 1  对方程： 
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式中   1 2( ) ( ( ), ( ), , ( )) n
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式(11)可以化为形如式(9)。 
证明 
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式中  n n
ij

×∈A R ， ijA 的第 j列元素同于 iA 的第 j列元素，其余元素均为0。即 
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式中  1 2,Ο Ο 为适当维数的零矩阵。且有： 
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式中  n n
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Ο Ο ，其中 1 2,Ο Ο

为适当维数的零矩阵。将式(12)、(13)代入式(11)即得： 
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可见，式(14)属于式(9)的一种情形。故定理得证。 
定理 2  式(11)具有非常数周期解的充分必要条件是式(14)的特征方程具有不为零的纯虚根。 
证明  易见，式(14)的特征方程为： 
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式中  I 为单位矩阵。由定理1可知，式(11)等价于式(14)；由引理3可知，式(14)存在非常数周期解的充分必
要条件是式(15)具有非零纯虚根，故式(11)具有非常数周期解的充分必要条件是式(15)具有非零纯虚根。 

证毕 

3  结  论 
本文研究了含一般时延的高阶泛函微分方程的周期解问题。在把原方程化为等价的泛函微分方程的基

础上，利用该等价方程的特征方程，得到了关于原方程周期解存在的充分必要条件的定理。由于定理2讨论
了含一般时延的高阶泛函微分方程，它为处理相关问题时增加了灵活性。并且，若在式(11)中存在 jij cr , 为负
实数，类似的推证表明定理2仍然成立。这使得本文的结果有更广泛的应用范围。 
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