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MEMS器件缩减模型建模方法研究 
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【摘要】论述了微机电系统(MEMS)器件缩减模型的建立是进行MEMS系统级模拟的关键。论证了基于线性正交振型建

立MEMS器件缩减模型是一种有效的方法，导出了MEMS器件动态缩减模型的微分方程，即根据能量守恒定律，用广义坐标
表示系统的各个能量域，用线性正交振型的叠加对微分方程进行解耦，建立起一组表征器件动态特性的常微分方程，就可以

利用现有的系统级仿真软件和电路一起进行系统级模拟。 
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Abstract  Reduced-order models of MEMS devices are the key step of system-level simulation for MEMS. It 

is an effective way that reduced-order models of MEMS devices are established based on linear orthogonal mode 
shapes. The differential equations of dynamic reduced-order models are deduced. According to the law of energy 
conservation, every energy domain of the system can be represented by generalizing coordinates, and the coupled 
differential equations can be solved by superposition of linear orthogonal mode shapes. Consequently, a set of 
differential equations representing dynamic characteristics of MEMS devices can be expressed. As a result, the 
system-level simulation can be performed by existing software of circuit simulation. 
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对微机电系统(Micro Electro-Mechanical System，MEMS)器件的模拟，目前大多是用数值方法(如有限元

法、边界元法或有限差分等)仿真器件特性[1]。用这类方法进行器件的动态仿真，虽然精度较高，但通常有

上百万个自由度，使模拟花费巨大的计算资源，并且很可能出现不收敛。在实际中设计者往往只对少数参

数感兴趣，如果在不显著降低精度的前提下，尽量减少器件的自由度，建立器件的缩减模型，从而使模型

可用于系统级模拟，就可大大减少系统的模拟时间和复杂程度[2]。因此建立MEMS器件的缩减模型是进行
MEMS系统仿真的关键，也是MEMS中研究的一个重点方向。 

利用等效电路法建立器件的缩减模型是常用的一种方法[3]。其主要优点是可清楚了解器件的动态特性，

进行小信号分析；但它缺乏统一的建立方法，而且对于一些复杂的MEMS器件，很难建立相应的等效电路[4]。

本文提出的基于线性正交振型建立缩减模型的方法可以克服这些缺点。 

1  MEMS器件缩减模型建立方法 
微执行器是MEMS的重要器件，其驱动方式有多种形式，如静电驱动、压电驱动、电磁驱动、形状记

忆合金驱动、热双金属驱动、热气驱动等等。静电驱动是目前比较成熟和常用的方式，本文以静电微执行

器为研究对象，讨论其缩减模型的建立方法。图1表示了建立缩减模型进行模拟的过程。 
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在建立器件解析的缩减模型之前，将器件进行结构离散，建立有N个节点的有限元模型，忽略节点的旋
转(三维实体单元)，系统共有3N个自由度。如果要描绘系统动态行为，必须有6N个动态状态变量。通过能
量法来建立仅有m个自由度(m<<N)的缩减模型，需要先选择合适的广义坐标，建立动能、弹性能、静电能的
分析缩减模型，再计算能量函数的梯度，通过拉格朗日动力学方程可得到器件的动态缩减模型的微分方程。

将该方程的结果用硬件描述语言表述，就可插入仿真器中进行仿真，得到系统的行为特性。下面根据图1所
示过程具体说明静电微执行器缩减模型的建模方法。 
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图1  器件缩减模型的建模过程 

2  MEMS器件缩减模型具体理论推导 
2.1  基函数的确定 

根据图1所示在对模型进行网格划分后(N个节点)首先应选择合适的基函数，本文选择主振型作为基函
数。记 iq 为基函数集的振幅，节点位移为： 

1
( , ) ( ) ( )

m

eq i i
i

u r t u q t rϕ
=

= + ∑                                   (1) 

式中  equ 为系统的平衡位置； iq 为基函数 )(riϕ 的振幅；由式(1)可得器件的动态微分方程为： 
2 2[ ]d / d / ( , ) ( , ) 0m et u F u t F u t+ − =M                              (2) 

式中  [ ]M 为质量矩阵； mF 为节点的弹性力，满足：   
, ( , ) ( , (d / d ), ) /m j m iF u t U u u t t u= ∂ ∂                                (3) 

式中  eF 为节点的静电力；以 *
eU 表示静电能，则 eF 可表示为： 

*
, ( , ) ( , (d / d ), ) /e j e iF u t U u u t t u= ∂ ∂                                (4) 

如果是小振幅位移， mF 可以线性化，用[ ]K 表示刚度矩阵，式(2)可简化为： 
2 2[ ]d / d [ ] ( , )eu t u F u t+ =M K                               (5) 

对于线性问题(不考虑应力刚化效应)，[ ]K 可以准确表示出来，且易于进行对角化处理，那么式(5)的解
就是对应于基函数 )(riϕ 系统的特征向量或主振型。为了便于缩减模型的建立，对基函数进行正则化处理[7]。

这样，式(5)变为： 
2 2[ ]d / d [ ] ( , )G G eq t q F q t+ =M K                              (6) 

式中  [ ]GM 为主质量矩阵；[ ]GK 为主刚度矩阵，通过正则化处理把式(5)解耦，新变量 q为系统的主坐标；
静电力 eF 可用 q表示为静电力 ( , )eF q t 。取方程解集中的前m阶振型，获得m个广义坐标；若前m阶广义坐标
可足够精确表达系统的动力学行为时，就得到期望的缩减模型。 
2.2  动能和弹性能 

正交振型作为基函数的优点是[ ]GM 和[ ]GK 均为对角阵。若 iM 是第i个振型对应子质量矩阵，则相应子
刚度矩阵就是

2
i iωM ， iω 是第i个振型无阻尼谐振频率，则广义动能 mT 和弹性能 mU 为： 

2( , (d / d ), ) 1/ 2 d / d )m
i

T q q t t q t= ∑ iM ( ，
2 2( , (d / d ), ) 1/ 2m i i i

i
U q q t t qω= ∑ M            (7) 

2.3  静电能 
为了得到静电能函数

*
eU ，必须先确定哪一个振型对器件动态行为更加重要，而且对每一个重要的振型
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还必须考虑其振幅范围。解决这个问题的方法是，对器件进行简单的静态三维耦合能量域仿真，在静态仿

真中用 exu 作为计算的位置状态，得到静电场对系统的位移场的影响结果后，通过QR分解用最小二乘法得到
静电能对位置状态 exu 的影响因子 ic ， ic 决定了静电能作用下最重要的振型。 

1

m

ex eq i i
i

u u c ϕ
′

=
= + ∑                                      (8) 

式中   m′ 为被测试振型的数目。对式(8)进行计算，把振型按重要性列表，根据列表就可选择建立缩减模型
所需基函数的数目m。一旦确定了主要振型，则可得到静电能为： 

* 21/ 2 ( )eU C q V=                                      (9) 

式中  V 是执行器电容的电压，因为控制电压的条件对于运动来说是独立的，因此 *
eU 的梯度只对电容有用，

可得： 
2(1/ 2 )eF V C= ∇                                      (10) 

为了建立静电能的缩减模型，就必须建立系统电容的分析模型。电容的广义坐标表达式为：对一个忽

略了边缘效应的平行板电容器 0 /C A dε= ，其中，A是平行板的面积；d是平行板间的距离，故只需利用广
义坐标表示相应的间隙 d。在电容表达式里 d是分母变量，应用多元函数Taylor多项式的有理分式来表示电
容： 

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2
0 0 0 0 0 0
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m m

R SR R S Si i i i i i
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i i i i i i
C q a q q q b q q q

= = = = = =
= ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑L LL L L L              (11) 

2.4  动态缩减模型的微分方程 
用 ( , (d / d , )mT q q t t 表示动能， ( , (d / d , )mU q q t t 表示系统势能，根据拉格朗日函数： 

( , (d / d ), ) ( , (d / d ), ) ( , (d / d ), )m mL q q t t T q q t t U q q t t= −                       (12) 
运动方程为： 

d / d ( / (d / d )) / (d / d ) 0t L q t L q t∂ ∂ − ∂ ∂ =                             (13) 
把式(7)、(11)代入式(13)，可得到运动方程： 

22 2 2(d / d ) 1/ 2[ ( ) ( ( ) / )]i i i i i iq t q V t C q qω+ = ∂ ∂M M                        (14) 
该方程有m(m<<N)个，与原来的6N方程相比方程数大大减少。式(14)就是MEMS器件的缩减模型，通过

式(14)可得到MEMS器件动态行为的解析解，从而避免了数值方法带来的误差。将式(14)的结果用硬件描述
语言(HDL)表述，就可插入到仿真器中进行系统级模拟。 

3  结  论 
通过应用广义坐标描述MEMS的能量，提出了在保守系统的复杂系统中用基于线性正交振型的方法把

器件模型转换成一个缩减模型的方法。本文针对静电微执行器的研究，同样可以推广到其他形式的MEMS
器件中。根据以上论述，建立器件缩减模型的关键问题在于：如何确定完备基集中的主要振型，即系统应

由多少个广义坐标描述从精度上来说较为合适；如何确定系统的能量解析表达式。上述问题直接关系到所

构造的缩减模型精度。通过上述方法，MEMS器件的耦合场被转化为由少数几个参数描述的缩减模型，将
缩减模型插入MEMS的系统中加以分析，可以大幅度减少系统模拟时间。 
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