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二维局部多层快速非均匀平面波算法 

陈涌频，胡  俊，聂在平，林  云  
(电子科技大学电子工程学院  成都  610054)  

 
【摘要】将一种新型的近似迭代技术—— 局部迭代融合到二维多层快速非均匀平面波算法，形成二维局部多层快速非均

匀平面波算法，用于二维电磁散射问题的快速计算。多层快速非均匀平面波算法的计算复杂度等同于多层快速多极子方法，

因此可用于电大尺寸问题的求解。由于其格林函数直接基于索末菲尔德积分，具有可以直接推广到分层媒质问题的优势。利

用局部迭代技术可以进一步提高求解效率。数值结果验证了该方法的有效性。  
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Two-Dimensional Local Multilevel Fast Inhomogeneous  

Plane Wave Algorithm  
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Abstract  A novel approximative iteration technique – local iteration, is combined into two-dimensional 

Multilevel Fast Inhomogeneous Plane Wave Algorithm (MLFIPWA), namely Local MLFIPWA (LMLFIPWA), to 
solve 2D electromagnetic scattering problem efficiently. The computational complexity of MLFIPWA is the same 
as the multilevel fast multipole algorithm, so it can be used to solve large-scale problems. Since the Green’s 
function is based on Sommerfeld integration, the MLFIPWA has the advantage of being directly expanded into 
layered medium problems. By applying a local iteration procedure, the efficiency can be further improved. 
Numerical results demonstrate the validity of this method.   
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近年来，基于积分方程方法的高效数值方法发

展日新月异，文献[1-2]提出多层快速多极子方法
(Multilevel Fast Multipole Algorithm，MLFMA)，通
过加法定理将自由空间标量格林函数展开成实角谱

空间的均匀平面波积分，通过聚合、转移和配置三

步完成矩阵——矢量相乘，将计算复杂度由矩量法

直接迭代的 2( )O N 降至 ( lg )O N N ，克服了传统方法

的计算瓶颈，可用于超电大尺寸问题的数值求解。

而多层快速非均匀平面波算法
[3-4] (MLFIPWA) 通过

索末菲尔德恒等式，将格林函数展开成另一种形式

的谱域积分：基于复角谱平面的非均匀平面波积分，

结合内插/外推技术实现聚合、转移和配置过程，该
方法的计算复杂度同样为 ( lg )O N N 。由于直接基于

索末菲尔德积分，与 MLFMA 相比，MLFIPWA 可 

以直接拓展至分层媒质问题的求解。本文将局部迭

代技术融入 MLFIPWA，以进一步提高求解效率，
数值结果证实了该方法的正确性。 

1  二维导电柱体散射求解的电场积分
方程 
考虑一 TM极化的平面波 iE 垂直照射到自由空

间任意导电柱体目标，其电场积分方程(EFIE)为[5]
： 

inc (1)
0

c

i( ) i ( ) ( )d
4z zE k J t H k tη ′ ′ ′= − −∫r r r     (1) 

利用脉冲基及点匹配，可以将上述积分方程离散成

矩阵方程： 
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式中  iω 为基函数宽度； 1.781 072 418γ = 。 
与快速多极子方法类似，快速非均匀平面波算

法也通过分组，将场源耦合区域划分为附近组和非

附近组。附近组利用 MoM 直接计算，而非附近组

则通过聚合、转移和配置加速矩阵矢量相乘过程。 

2  多层快速非均匀平面波算法 
2.1  快速非均匀平面波算法(FIPWA) 

二维问题的格林函数为第一类0阶Hankle函数，
可以展开为[6]： 

i ( )(1)
0

 

1( ) e d
π

ji
ji

Γ
H k α α= ∫ k rr           (4) 

式中  ˆ ˆ( ) ( sin cos )k x yα α α= +k ； Γ 为复角谱平面
上索末菲尔德积分路径。 

分组后，积分核的平面波因子为：  
i ( ) i ( ) i ( )i ( )e e e ejC C C C iji J J I Iα α αα = k r k r k rk r       (5) 

矢量关系如图 1所示。 
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图 1  分组矢量关系 

由于 SIP 上积分的慢收敛特性，根据复变函数
理论，可以转换积分路径，将原 SIP 变换到基于场
源组中心连线定义的最陡下降路径SDP

J IC C 上，用于

近似该组对中任意场源点对的SDPji。该路径针对某 

些特定的场源点，积分会出现指数增大现象。根据 
鞍点法，可以得到由场源组中心确定的SDP

J IC C 。同

理，对于该组对中的一对场源点，可以得到相应的

SDPji和最陡上升路径SAPji，三条路径如图 2所示。 

由图 2可知，用SDP
J IC C 代替SDPji时，与SAPji  

在偏开实轴处有一交点，该交点对应一个峰值项，

从而使数值积分无法准确进行。 
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图2  SDP

J IC C 、SDPji和SAPji  

为避免上述情况，可以引入修正最陡下降路 
径

 ( MSDP
J IC C )[3,7]

，如图 3所示。该路径为： 
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图 3  修正最陡下降路径 

在MSDP
J IC C 上，式(4)分组后可以离散为： 

qq

q
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由于式中的积分点即角谱采样点分布在 MSDP
上，而不同的场源组对确定了不同的 MSDP，从而
确定了不同的角谱采样点，则必须存储庞大的角谱

采样点，使算法效率低下。可以借助内插/外推技术，
将沿MSDP的非均匀复角谱采样序列变换到实轴上
均匀分布的实角谱序列，便于聚合、转移和配置的

高效完成。 
令 
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q s

s
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则有： 
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将式(11)代入式(2)可得： 
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式中 
i

s e
4

iCI
i

kη ω= krV               (14) 

i
f e jCJ= krV                 (15) 

式(13)写成矩阵方程为： 
near⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ =Z j Z j U T V j V         (16) 

式中  U 、T 、V 分别为聚合、转移和配置矩阵。 

2.2  多层快速非均匀平面波算法(MLFIPWA) 
MLFIPWA是 FIPWA的多层扩展，矩矢相乘可

表述为如下多层形式
[8]
： 

N

near

=2

L

ii i

i

⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅∑Z j Z j U T V j        (17) 

式中  NL 为总层数。 

3  局部多层快速非均匀平面波算法 
MLFIPWA必须考虑 2～LN层的所有远亲转移，

事实上，通过迭代技术如共轭梯度迭代(CG)不断刷
新电流试解，当试解逐渐逼近真解时，只需计入较

大的局部耦合贡献，而较小的远场耦合可以忽略。

因此，通过设定迭代误差门限，可以控制聚合的最

粗层数，从而自动忽略远区的耦合贡献
[9-10]
，有： 

N

c

near  
L

ii i

i L=

⋅ ≈ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅∑Z j Z j U T V j       (18) 

cL 为某次迭代过程的最粗层( c 1L > ), 根据迭代
误差， cL 为： 

N 1

c N 2 1

N 2

4 err err
2 err err err

err err
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       (19) 

式中  err为迭代误差；err1、err2为误差门限。当 err
进一步减小时，可仅计入最细层附近组贡献。 

4  数值结果 
本文选择一组门限值如式(19)所示，分别计算了
320ka = 的导电圆柱和边长为 80λ的导电方柱的双

站 RCS，分别如图 4和图 5所示。两者均采用了三
种方法：MoM、MLFIPWA和 LMLFIPWA。表 1给
出了计算时间的对比。图 6 给出了计算不同尺寸圆 

柱时，每次迭代所耗时间随未知量数目的变化情况。

从以上可以看出，本文方法在保证较好计算精度的

同时，显著降低了计算时间，从而可进一步提高求

解电大尺寸问题的能力。另外，本文的研究为三维

快速非均匀平面波算法的实现奠定了基础。 

c
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图4  320ka = 导电圆柱双站RCS 

0       30      60      90      120     150     180
θ /(°) 

50

40

30

20

10

0

−10

−20

σ 
/ d

B
sw

 

MoM 
MLFIPWA 
LMLFIPWA 

 
   图5  边长为80λ 的导电方柱双站RCS 
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图6  迭代时间随未知量变化 
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况下，就要考虑博弈论中的混合策略，对各策略赋

予一定的概率，以此获得最大的平均盈利，来求得

该对抗的干扰效果。 

4  结 束 语 
本文运用博弈论对遮盖性干扰效果的动态评估

进行了初步探讨。可以看出，通过适当改变干扰效

果的计算方法，这种评估方法同样可以运用于欺骗

性干扰和综合性干扰的效果评估。博弈论在干扰评

估中的运用，可以在不知对手采取的具体策略下，

对对抗结果进行事先评估，这样就可以根据评估结

果调整对抗策略，这对电子战的战术部署具有重要

的意义。 
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表1  MoM、MLFIPWA、LMLFIPWA的 
矩阵填充及迭代时间对比 

 MoM MLFIPWA LMLFIPWA
矩阵填充/s 33.77 0.17 0.17 

单步迭代/s 8.19 0.94 0.75 

总迭代/s 515.86 68.63 37.52 
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