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半连续Ag纳米薄膜显微图像的多重分形谱研究 
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【摘要】多重分形谱是分形理论中最基本的一个数学概念，也是分形理论应用中最重要的一个方面。在解决实际问题中

多重分形谱主要用来描述物理量不均匀的随机概率分布，通过对半连续Ag纳米薄膜显微图像结构形貌的分析和处理，以及通
过薄膜显微图像多灰度概率测度进行多重分形谱分析，用多重分形谱描述随薄膜厚度变化的Ag颗粒的空间分布的不均匀性。
实验结果表明，多重分形谱是一种有意义的表征参数，能够从多分形角度对薄膜中Ag厚度的空间分布均匀性和尺寸分布进行
定量化的分析和解释。   
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Abstract  The multifractal spectrum is a basic mathematical conception in the fractal theory and it is one of 

the most important factors in the applications of the fractal theory. In engineering problems, the multifractal 
spectrum is mainly to describe the random probability distribution of physical phenomenon. In this paper the 
multifractal spectrum is calculated by multigray probability measures of the microscope image of semicontinuous 
Ag nanoparticle films. It is found that multifractal spectrum can characterize space distribution of Ag particles 
influence on nanoparticle film uniformity in different thickness films quantitatively. Experimental results show that 
the multifractal spectrum is an important characteristic parameter, which enables the quantitative analysis and 
explanation of the homogeneous space distribution and size distribution of Ag particles thickness of films from the 
multifractal issue. 
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由纳米贵金属颗粒弥散于陶瓷基体中所构成的

复合金属陶瓷纳米颗粒薄膜具有许多独特的光学和

电学性质，但定量表征其微结构的变化规律对该薄

膜材料的开发研究具有重大意义[1]。自从Mandelbrot
在20世纪70年代提出分形概念以来，常用分数维来
描述具有自相似结构的不规则几何形体的非线性过

程的工作机理[2-3]。但简单的分形维数只能对研究对

象作整体性、平均性的描述和表征，不能完全揭示

出产生相应分形结构的动力学过程，为此人们提出

了多重分形的概念[4]。多重分形可以用一个谱函数

来描述几何图形或物理量在空间的概率分布以及自

相似或统计自相似性的某种度量，可以揭示不同局

域条件或不同层次所导致的特殊结构行为与特征，

是从系统的局部出发来研究其整体的特征，并借助

统计物理学的方法来讨论特征参量的概率测度的分

布规律[5]。 
本文主要通过显微图像的多灰度处理方法来获

得多重分形谱，从而利用多重分形的方法来研究半

连续Ag纳米薄膜中，对于不同厚度的金属Ag纳米颗
粒薄膜，Ag颗粒空间分布的均匀性和尺寸分布，揭
示其分形结构以及定量分析和解释不同厚度金属

Ag分布对复合纳米颗粒薄膜的均匀性影响。 
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1  多重分形谱的计算理论 
多重分形谱的计算首先统计物理量在相应分形

结构上的概率测度分布[6]。为定量描述不均匀性，

把研究对象的显微图像分成N等份，每一等份的盒子 
线度记为  ( 1)ε ε << ，表示网格的大小，则第 ),( ji 个

盒子里面金属含量的分布概率测度为： 
( )

( )
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式中   ( )ijN ε 为第 ( , )i j 个盒子里面金属含量，

ij
ij

N∑ 表示图像内总的面金属含量；α 一般称为奇

异性标度指数，并且在无标度区域内是某一有限指

数。对于不同盒子的尺寸， ε 有不同组的概率测度
( )ijP ε 。 
在无标度区域内，概率测度 ( )ijP ε 与网格大小尺

寸ε间存在如下形式的标度关系： ( )ijP αε ε∝ 。其中，

α 一般称为奇异性标度指数，并且是某一有限指数，
即 min max[ , ]α α α∈ ，它反映了分形图像在各个盒子尺 
寸ε下概率测度 ( )ijP ε 随ε变化的各个子集的性质。
α 愈大，子集的概率就愈小；这里∝表示当ε较小 
时，概率测度 ( )ijP ε 与网格大小尺寸ε之间成正比。 

如果把在分形上具有相同α 值的小盒子数目记
为 ( )Nα ε ，则 ( )Nα ε 在无标度区域内也存在着标度
关系 ( )( ) fN α

α ε ε −∝ 。显然， ( )f α 相当于具有尺度ε
为 αε 的区域的分形维数，即多重分形维数谱函数。
一个复杂的分形体，它的内部可分为一系列不同α
值所表示的子集，这样 ( )f α 就给出了这一系列子集

的分形特性。因此 ( )f α 的物理意义就是表示具有相

同α 值的子集的分形维，是对分形结构上的复杂程
度、不规则程度以及不均匀程度的一种量度。 

为了了解这一系列子集分布特性，借助于统计

物理中矩表示方法，为此，多重分形中定义了一个

配分函数 ( )qχ ε ： 
( )( ) ( ) ( , )q q

q ij
ij

P qτχ ε ε ε= ∝ ∈ −∞ +∞∑     (2) 

式中  ( )qχ ε 为概率测度为 ( )ijP ε 的 q阶矩，它是对
各个小盒子的概率测度加权求和， q为权重因子，
可以从 −∞到 +∞范围内取值，但在实际中总是取有 
限值范围。当 1>q 时，表示大的概率测度 ( )ijP ε 对配

分函数 ( )qχ ε 的贡献占优势；当 1−<q 时，表示小的

概率测度 ( )ijP ε 对配分函数 ( )qχ ε 的贡献占优势。 
因此，配分函数 ( )qχ ε 给出了概率测度 ( )ijP ε 的 

另一种分布形式[7]。所以，加权处理把一个分形分

成许多具有不同奇异程度的区域来研究，多重分形 

正是这样的一个由有限几种或大量具有分形行为的

子集叠加而形成的非均匀分维分布的奇异集合。因

此多重分形的概念是原始分形概念对于非均匀分形

的自然推广，能够分层次地了解分形内部的精细结 
构。其中在无标度区域内 ( )qτ 为质量指数，它是权

重因子 q的函数，同时是关于 q严格单调递增的函
数。此时质量指数 ( )qτ 可以表示为： 

ln( ( )) d ( )( ) ( )
ln( ) d

q qq q
q

χ ε ττ α
ε

= =  和      (3) 

式 (3)表示对于确定的 q ， ( )qτ 描述的是

ln( ( ))qχ ε 与 ln( )ε 是否具有近似的线性关系。要得到

准确的多重分形谱，首先就需要考察配分函数 ( )qχ ε

的标度不变性，即对数-对数图中配分函数和测量尺

度之间的线性关系。如果 ln( ( ))qχ ε 与 ln( )ε 的关系近

似为线性关系，则满足分形的无标度性(也称无标度
域)，否则不能用多重分形模型来表示，其中 ( )qα 定

义为奇异性指数。 
现在将描述同一物理对象的几个标度指数之间

的内在联系进行统计物理中的Legendre变换[8]，就可

以由式(1)～(3)得到分形维数 ( )f α 与α 之间的关系
式： 

( ) ( ) ( )f a q q qα τ= −               (4) 
式中  ( )f α 为多重分形维数的谱函数，它给出了比

简单分维更丰富的结构信息。多重分形谱宽度

max minα α α∆ = − 的大小反映了整个分形结构上概率

测度分布的不均匀性的程度。 α∆ 越大，概率测度

分布越不均匀。 

2  半连续Ag薄膜显微图像多重分形
谱计算与分析 

2.1  半连续Ag薄膜显微图像的获取与定性分析 
用直流溅射法制备了厚度分别为1.5、6、12、

67、98、190 nm的半连续Ag膜，厚度由溅射时间控
制，并由椭偏仪测试计算。基片为覆碳Formvar膜铜
网，基片温度为室温，Ag靶材的纯度为99.999%，
本底真空度为5×10−3～6×10−3 Pa，氩气分压为3 Pa，
溅射电压为DC 550V，溅射电流为0.15 A，溅射功率
为16 W/cm2。用JEM-100 SX型透射电镜(TEM)可观
察半连续Ag膜的形貌[9]。 

TEM观察半连续Ag膜的形貌如图1所示，形貌
图中的暗区代表Ag覆盖区域，亮区代表未被Ag覆盖
的区域。从图(1)可知，在厚度很薄的Ag膜中，Ag
小岛的分布具有随机性。随着厚度增加，小岛长大，

分布密度增大，由分离的小岛逐渐向联并、网络状

态过渡，小岛分布的这种随机性无法预测。由于多
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重分形谱在描述随机分布的物理参量方面已有很好

的表现，所以用多重分形谱来定量分析显微图像中

Ag颗粒的分布均匀性。 

  
a. 1.5 nm                       b. 6 nm  

  
c. 12 nm                        d. 67 nm 

  
e. 98 nm                       f. 190 nm 

图1  不同厚度的半连续Ag纳米薄膜的TEM显微图像 

2.2  薄膜显微图像的多重分形谱分析[10-11] 
图(2)是对应图(1)的半连续Ag薄膜中不同厚度

的显微图像多重分形谱。表1给出了多重分形谱中的

minα 、 maxα 、 α∆ 、 min( )f α 、 max( )f α 、 f∆ 等参数。 
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图2  不同厚度的半连续Ag薄膜显微图像的多重分形谱 

由式(1)可知， minα 越小，表示最大的分布概率

)(εijP 就越大； maxα 越大，表示最小的分布概率 ( )ijP ε

就越小。即不同厚度的薄膜中Ag的概率分布均匀性
程度可以用 minmax ααα −=∆ 来表示。 α∆ 越大表示薄 

膜中Ag的分布就越不均匀； α∆ 越小表示薄膜中Ag
的分布越均匀；当 0=∆α 时则表示薄膜中Ag的分布
是完全均匀的。由图(2)可以看出，多重分形谱的 α∆
随着半连续Ag薄膜厚度的增加而增加，说明薄膜中
Ag的厚度较小时，薄膜中Ag主要以小岛形式的颗粒
状均匀存在；当厚度增加时，薄膜中Ag开始由分离
的颗粒状实现联结，出现网状结构，但不是均匀联

结，表现出随机、部分联结与分布，从而表现不均

匀性；但当薄膜中Ag的厚度再增加时，薄膜中Ag的
颗粒会长大，分布密度增加，联结得就越均匀，从

而表现出相当的均匀性。在多重分形谱图中可以看

出厚度为67 nm和98 nm的薄膜中Ag的分布处于最不
均匀状态；当薄膜中Ag的厚度超过某临界值时，薄
膜中Ag的分布又趋于均匀，如多重分形谱图中厚度
为190 nm的薄膜中Ag的分布比较均匀。 

表1  不同厚度半连续Ag膜多重分形谱的主要参数 

薄膜 
厚度/nm minα maxα α∆  f(αmin) f(αmax) f∆

1.5 1.958 4 2.158 7 0.200 4 0.706 5 −0.346 1 1.052 6
6.0 1.917 8 2.148 5 0.230 6 0.651 4 0.230 8 0.420 6

12.0 1.922 3 2.252 5 0.330 2 0.938 9 −0.252 0 1.190 9
67.0 1.889 4 2.455 7 0.566 3 1.079 2 −0.175 9 1.255 1
98.0 1.865 4 2.640 2 0.774 8 1.159 8 −0.276 6 1.436 4

190.0 1.903 3 2.218 2 0.314 9 0.597 9 −0.070 8 0.668 7

 
由图(2)和表1可以看出，除了多重分形谱的奇异

性指数α 的宽度 α∆ 不同以外，多重分形谱的形状

也不尽相同。虽然分形谱均表现为钩状，但多重分

形谱的 min( )f α 、 max( )f α 、 f∆ 均存在差异，表现出

不同的物理意义。 min( )f α 描述最大概率元素含量多

少； max( )f α 描述最小概率元素含量多少；而

min max( ) ( )f f fα α∆ = − ，对应最大概率元素含量与最

小概率元素含量的比值，反映的是薄膜中Ag颗粒的
分布取决于Ag颗粒的疏密程度。薄膜多重分形谱呈
向左的钩状，此时 min max( ) ( )f fα α> ，表示描述大概

率元素数目较之描述小概率分布的元素数目要大；

0>∆f ，说明薄膜中颗粒的尺寸分布是由体积最大

的Ag颗粒为主导分布，即分布密度加大，出现Ag颗
粒的联网分布。同时可以看出薄膜中不同厚度薄膜

的多重分形谱函数 ( )f α 曲线的左半部 0q≥ 的部分

min( )f α 的大小并不完全相等，说明在薄膜的不同厚

度金属Ag颗粒的分布存在差异。薄膜的多重分形谱
函数 )(αf 曲线的右半部 0<q 的部分差别较大，说
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明不同厚度Ag膜图像中含有Ag颗粒堆积的情况，ε
下降时 ( )ijP ε 减小的程度不同，从而引起 )(αf 曲线

的右半部差异较大，同时说明薄膜中金属Ag颗粒并
没有完全分布均匀，不同厚度薄膜中的小颗粒分布

存在差异。 
由以上的分析，可以对不同厚度薄膜中Ag颗粒

含量的纳米材料的均匀性程度以及尺寸分布情况进

行定量的表征，实现随机过程的定量分析与测定。 

3  结  论 
通过对半连续Ag纳米颗粒薄膜中不同厚度的

显微图像研究发现，多重分形谱可以用来定量描述

不同厚度Ag纳米薄膜中Ag金属颗粒的随机分布特
性，可以通过分形谱了解分形结构的内部精细结构

和生长过程。当Ag膜厚度较小或较大时，均表现为
一定程度的均匀性；而Ag膜厚度在一范围时，表现
出较强的不均匀性，表现为由颗粒状向泡沫状到网

状分布的变化趋势。通过对显微图像的多重分形分

析，定量表征复合金属陶瓷纳米颗粒薄膜的微结构

在不同工艺条件下的形成机理，结合相应微结构的

复合金属陶瓷纳米颗粒薄膜的物理性能的研究，建

立复合金属陶瓷纳米颗粒薄膜微结构与物理性能之

间的对应关系，从而为复合金属陶瓷纳米颗粒薄膜

的设计、微相结构的控制以及制备条件等提供重要

的理论依据。 
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