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【摘要】根据量子力学的测不准原理，采用力学量算符的方法得到了信号在时频分析时的测不准原理，并对该原理进行

量子诠释，认为信号在某种意义下可以看作是一个存在波粒二重性的类量子系统，正是由于信号的波粒二重性导致无法同时

准确地测定信号的时间和频率。在证明信号测不准原理的同时得到了信号的频率算符，该算符具有广阔的理论应用前景。信

号的量子诠释在揭示信号量子本质的同时，为量子力学中的理论框架应用于信号处理提供了理论支持。  
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Abstract  The uncertainty principle of signal is proved according to the uncertainty principle of quantum 

mechanics, and is further interpreted by quantum mechanics. The signal can be considered as a kind of the quasi 
quantum system with wave-particle dualism. Because of the wave-particle dualism of the signal, time and 
frequency can not be measured at the same time. The frequency operator (FO) of signal is defined in this study, and 
it can be widely used in signal theory and, especially in wavelet research. The quantum interpretation for the signal 
explains the essence of the signal and provides the theory support for applying the framework of quantum 
mechanics to the signal processing.  

Key words  frequency operator of signal;  quasi quantum system;  uncertainty principle;  wave-particle 
dualism 

 

                                                        
收稿日期：2007 − 04 − 22；修回日期：2007 − 08 − 16 
基金项目：国家自然科学基金(60702075)；中国博士后科学基金(20070410386)；四川省教育厅重点项目(07ZA014) 
作者简介：王  鹏(1975 − )，男，博士后，副教授，主要从事量子算法、并行计算、小波分析、信号处理和数据挖掘方面的研究. 

测不准原理最早是对一些理想实验的分析以及

de Broglie关系而得出的，后来又被波函数的统计诠

释严格证明，使其涵义和表述更为确切[1]。测不准

原理是人类的一个十分重要的发现，是量子力学中

的基本定理之一。许多重要的物理现象(如粒子的隧

道效应等)均是由粒子的测不准原理引起的。信号作

为物质世界某种物理现象的反应，同样遵守测不准

原理，特别是在对信号进行时频分析时，测不准原

理具有举足轻重的作用。文献[2-3]采用傅里叶分析

的方法对信号的测不准原理进行证明，信号的测不

准原理表明信号具有类似波粒二重性的特征。  
对信号测不准原理进行量子诠释可以进一步了

解信号的本质，解释信号的某些特性。文献[4-5]提
出了量子信号处理的概念，量子信号处理越来越被

重视[6-8]。但是，对信号量子本质的研究还十分不足。 

本文以信号测不准原理为突破口，采用量子力学中

算符的概念，证明信号的测不准原理，研究信号的

量子特性，提出信号是具有波粒二重性的类量子系

统观点，对于今后量子信号处理的研究具有理论指

导作用。 

1  量子力学中的测不准原理 
量子系统中测不准关系本质上是由于微观粒子

的波粒二重性所导致的。为对信号中的测不准原理

进行量子诠释，首先要对量子力学中的测不准原理

进行一些说明。定义力学量算符 Â的平均值： 
* 3ˆ ˆ( , ) ( ) ( )dA r A r r Aψ ψ ψ ψ= =∫        (1) 

式中   A 为力学量算符 Â 的平均值。则满足

ˆ ˆ( , ) ( , )A Aψ ψ ψ ϕ= 的算符 Â称为厄米算符。厄米算符

的平均值为实数，实验上的可观测量在任何态下的
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平均值一定为实数，因此相应的算符必为厄米算符。 
为说明测不准原理，引入力学量算符的对易式

(commutator) ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ[ , ]A B AB BA= − ，如果 ˆ ˆ[ , ] 0A B = ，则

说明算符 Â与算符 B̂ 对易。 
基于以上定义可以严格证明测不准原理： 

2 2 1 ˆ ˆ( ) ( ) [ , ]
2

A B A B∆ ∆ ≥          (2) 

由式(2)可以看出，如果两个力学量A与B不对

易，则A与B不能同时测定，或者说它们没有共同的

本征态。 

2  信号测不准原理的量子推导 
2.1  位置和动量的测不准原理 

为了说明信号时间与频率的测不准关系，首先

要了解量子力学中位置和动量的测不准原理是如何

得到的。 
粒子处于波函数 ( )rψ 所描述的状态时，位置 x

的平均值为： 
 

2 3

 
| ( ) | dx r x rψ

+∞

−∞
= ∫           (3) 

“粒子在空间某一点动量”的提法是没有意义

的，所以不能像位置一样直接计算动量的平均值： 
2

3( ) ( )dp r p r rψ≠ ∫  

根据量子力学原理给定波函数： 
 

i / 3
3/ 2  

1( ) ( )e d
(2 )

pr hr r p
h

ψ ϕ
+∞

−∞
=

π ∫  

之后，测得粒子动量在 ( , d )p p p+ 中的几率为
2 3( ) dp pϕ ，其中： 

 
i / 3

3/ 2  

1( ) ( )e d
(2 )

pr hp r r
h

ϕ ψ
+∞

−

−∞
=

π ∫  

因此可以借 ( )pϕ 间接计算动量的平均值： 
  23 3 *

  
d ( ) d ( ) ( )p p p p p p p pϕ ϕ ϕ

+∞ +∞

−∞ −∞
= = =∫ ∫  

  
3 3 * i /

3  2

1d d ( ) e ( )
(2 )

pr hp r r p p
h

ψ ϕ
+∞ +∞

−∞ −∞ π
∫ ∫ =  

  
3 3 * i /

3  2

1d d ( ) ( i )e ( )
(2 )

pr hr p r h p
h

ψ ϕ
π

+∞ +∞

−∞ −∞
− ∇∫ ∫ =  

 
3 *

 
d ( )( i ) ( )r r h rψ ψ

+∞

−∞
− ∇∫  

据此可以用 ( )rψ 直接计算动量平均值。定义动量算

符 ˆ ip h= − ∇ ，则动量的平均值为： 
* 3ˆ( ) ( )dp r p r rψ ψ= ∫  

位置和动量有关系式： 

ˆ ˆ( ) ( i ) ( i )( ) ix xxp p x x h h x h
x x

ψ ψ ψ ψ∂ ∂
− = − − − =

∂ ∂
 

所以[ , ] ixx p h= 。 

由测不准原理可知： 
1 1[ , ] i
2 2 2x x

hx p x p h∇ ∇ = =≥       (4) 

这一结果表明粒子的位置和动量不能同时被测定。 
2.2  信号时间和频率的测不准原理 

对于信号中时间和频率的测不准原理可以比照

力学量位置和动量的推导过程。 
在信号分析中，时间和频率通过傅立叶变换联

系起来，时间和频率都是信号中实际可以观察的量，

且它们的值一定为实数，所以时间和频率所对应的

算符一定是厄米算符，信号 ( )f t 对时间的平均值可

以通过下式计算： 
2( ) dt f t t t= ∫                (5) 

对比量子力学的动量，“信号在某一时刻的频率”的

提法也是没有意义的，所以不能采用计算时间平均

值的方法直接计算信号频率平均值。仿照量子力学

中动量算符，定义信号的频率算符 ω̂ ，由于信号的

时间和频域互为傅里叶变换对： 
 

i

 

ˆ ( ) ( )e dtf f t tωω
+∞

−

−∞
= ∫  

 
i

 

ˆ( ) ( )e dtf t f ωω ω
+∞

−∞
= ∫  

信号的频率平均值为： 
  2

*

  

ˆ ˆ ˆd ( ) d ( ) ( )f f fω ω ω ω ω ω ω ω
+∞ +∞

−∞ −∞
= = =∫ ∫  

  
* i

  

ˆd d ( )e ( )ttf t fωω ω ω
+∞ +∞

−∞ −∞
=∫ ∫  

  
* i

  

ˆd d ( )( i )e ( )ttf t f
t

ωω ω
+∞ +∞

−∞ −∞

∂
− =

∂∫ ∫  

 
*

 
d ( )( i ) ( )tf t f t

t

+∞

−∞

∂
−

∂∫  

由此定义信号的频率算符为： 

ˆ i
t

ω ∂
= −

∂
                 (6) 

利用频率算符可以计算： 

ˆ ˆ( ) ( ) ( i ) ( ) ( i ) ( ) i ( )t t f t t f t tf t f t
t t

ω ω ∂ ∂
− = − − − =

∂ ∂
 

所以 ˆ[ , ] it ω = ，由量子测不准原理可得信号时间和频

率的测不准原理： 
i1 1ˆ[ , ]

2 2 2
t tω ω∇ ∇ = =≥          (7) 

可见通过将信号看作量子系统，采用量子力学

中力学量算符的方法能导出信号的测不准原理，推
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导过程更能反映信号的物理本质，并且还可得到类

似动量算符的信号频率算符 ω̂ 。信号的测不准原理

表明信号的时间和频率不能同时被准确测定。 

3  信号测不准原理的量子诠释 
以上采用量子算符的方法给出了信号时频分析

中的测不准原理。从物理本质上分析，信号在时频

特性上存在测不准原理是由于信号与微观粒子一样

存在波粒二重性。描述一个信号，可以从时域上进

行分析，也可以从频域上进行分析，信号的时域反

映的是信号的粒子特性，信号的频域反映的是信号

的波动特性。如果把信号看作是一个类量子系统，

量子力学中对力学量本征态的定义为：对系统测量

力学量A所得结果是唯一确定的，则称这种状态为力

学量A的本征态。根据这一定义，可以认为信号的时

域表示为力学量时间( t )的本征态，信号的频域表示

为力学量频率( ω̂ )的本征态。在信号的时间本征态

中可以准确地测定任一时刻的信号幅度，在信号的

频率本征态中可以准确地测定任一频率成份的强

度。信号的傅立叶变换就是将信号从时间的本征态

变换到频率本征态，由于 ˆ[ , ] it ω = ，时间和频率没有

共同本征态，力学量 t 和ω 不能同时准确测定，所

以可以认为：信号是一个具有波粒二重的类量子系

统，信号中的测不准原理是信号波粒二重性的反映。 
如要准确地测定信号在时域上 0t 点的幅度，可

以采用 0( )t tδ − 作为测量“探针”作用于时间本征态

( )f t 上，得到 0 0( ) ( ) ( )f t t t f tδ − = 。可见δ 函数可以

作为精确的时间探针得到信号时域任一点的幅度。

对被δ 函数作用后的信号作傅里叶变换： 
0

0

 
ii

0 0
 

ˆ ( ) ( ) ( )e d ( )e tt
tf f t t t t f t ωωω δ

+∞
−−

−∞
= − =∫  

可以看出信号被δ 函数作用后，在频域上，各

频率成份的强度为常数，也就是说信号完全失去了

频率分辨能力。这就是测不准原理的极限情况：在

获得绝对精确的时间分辨率时会完全失去信号的频

率分辨能力，反之也一样。为了同时获得一定的时

间和频率分辨能力，采用傅里叶变换是无法办到的。

根据测不准原理，通过降低时域探针的分辨力，即

可提高信号在频域的分辨能力。Gabor变换和

Wavelet变换采用的都是这种方法[9-10]，通过取适当

分辨率的窗函数或小波函数作为信号时域“探针”，

能同时获得时域和频率上的分辨能力，对应于将信

号变换到它的非本征态再进行测量。图1是Morlet小
波函数在不同尺度下的图像。不同尺度的小波对应

于不同分辨率的“探针”，尺度越大时间分辨能力越

弱，频率分辨能力越强；尺度越小时间分辨能力越

强，频率分辨能力越弱。小波变换利用测不准原理

实现了信号的多分辨率分析，但由于信号的波粒二

重性限制，不可能同时准确地知道信号的某个频率

强度和它发生的时间。 
 

 
图1  不同尺度下的Morlet小波函数 

本文在得到信号测不准原理时首先定义了信号

的频率算符 ω̂ ，它的表达形式与量子力学中的动量

算符十分相似。从前面的推导可以看到信号 ( )f t 与

量子力学的状态函数相对应，对信号进行测量对应

于量子系统中对状态函数的测量。信号频率算符 ω̂
的存在正是信号波粒二重性的表现和证明，它与信

号的时间算符不对易，导致无法同时测定信号的时

间和频率。量子力学对算符的应用十分广泛，已经

形成完整的数学体系，并且认为信号可以作为一个

类量子系统，所以如何将信号频率算符应用于信号

研究是今后需要认真研究的课题。 

4  结  论 
信号分析中的测不准原理的物理本质是信号的

波粒二重性，并可以通过量子力学的方法对这一原

理进行严格的证明。 
信号中的频率在量子诠释下存在类似于动量算

符的频率算符 ω̂ ，可由此算符得到信号的测不准原

理，表明信号在某种意义下可被看作是一个具有波

粒二重性的类量子系统。基于这一认识，可以利用

量子力学的数学框架对信号进行研究。信号的量子

诠释为量子算法应用于信号处理提供了理论依据。 
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图2和图3分别给出了2-DH3和3-DH3数据分组

在不同的信噪比下，吞吐量和载荷长度之间的关系。 

4  结  论 
本文以AWGN为信道模型，研究了蓝牙数据分

组长度对吞吐量的影响。分析了蓝牙2.0+EDR新规

范用到的GFSK、π/4-DQPSK、8DPSK三种调制方式

在AWGN信道下，位错误率与不同信噪比之间的关

系，进而推出蓝牙各个数据分组在不同信噪比下的

数据传输速率。本文对建立的数学模型进行了仿真，

从仿真结果可以发现，并非载荷越长吞吐量就越高，

因为在一定的信噪比条件下，数据载荷越长，越容

易受到干扰，也就越容易引起重传，从而降低系统

传输吞吐量。只有针对不同的信噪比，选取合适的

数据载荷长度，才能达到最高的系统传输吞吐量。 
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