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不完全金融市场中基于最优对冲的衍生资产定价 
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【摘要】研究了一个不完全的二期金融市场中的衍生资产定价问题，给出衍生资产在二阶矩最小意义下的最优对冲资产

组合，证明了该组合的期望收益等于衍生资产的期望收益，并利用其确定了衍生资产的理论价格。当问题退化为普通二叉树

模型时，用一般两期模型得到的最优对冲资产组合就是完全复制资产组合，结论与二叉树模型的结论一致。最后给出了计算

期权价格的例子。 
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Abstract  In this paper we study the derivative pricing in incomplete financial market with two periods. The 

optimal hedge portfolio is given under the two moment sense. We show that the expected revenue of this portfolio 
is equal to the expected revenue of the derivatives and determines the theoretical price. An example on option 
pricing is given to demenstrate our discussions.  
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自文献[1]提出欧式期权以及一般金融衍生证券

的B-S(Black-Scholes)公式以来，衍生产品的定价理

论获得了大量的研究成果。现代金融定价理论是建

立在随机分析(特别是鞅论)基础上的。当且仅当存在

唯一的等价鞅测度(EMM)[2-3]时，金融市场是无套利

的均衡市场。如果金融市场中的每一个衍生证券都

存在唯一复制资产组合(或更一般地称为自融资地

资产组合策略)，则称该金融市场是完全的。关于完

全市场的研究已经比较成熟，其核心结果即

Black-Scholes公式，完全金融市场的主要结论可参

见文献[3-4]。 
有许多关于不完全金融市场中衍生资产定价问

题的研究。文献[5]研究了非线性(不完全)金融市场

中的对冲与资产组合的最优化问题。文献[6]从投资

者期望效用最大化的角度研究了不完全市场中的期

权定价。文献[7]利用半鞅理论研究了不完全市场中

的期权对冲模型，从而把半鞅理论引入到不完全市

场中。文献[8-9]利用半鞅理论进一步研究了不完全

市场。 
本文研究在二期多叉树模型中衍生证券的最优

对冲问题，并给出计算期权价格的具体算例。 

1  二期多叉树模型中的最优对冲 
两期二叉树(cox-ross-rubinstein，CRR)模型可以

看作是Black-Scholes模型的离散情形。在二叉树模

型中，当市场无套利时，市场是完全的。下面考虑

二期的多叉树模型。 
假设模型中有现在时期“0”和未来时期“1”

两个时期；金融市场中有 1d + 种金融资产，其中包

括一种无风险债券 B 和 d 种股票。在时刻 ( 0,1)t t = ，

债券的价格记为 tB 。债券的价格是确定的，即

0 11 1B B r= = +， ，常数 r 表示单期的无风险利率。 
股票的价格是一个随机变量，设期末价格可能

有 n种状态： 
1 2{ , , , }nω ω ω=Ω  

在不同的状态，股价可能不同。股票 j 在状态 iω
下的价格可描述为 js ， 1,2, ,j d= ； ip 表示状态 iω
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出现的概率： 
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用 [ ]jE S 表示股票j的期望价格； jσ 表示股票j
的 期 末 价 格 的 标 准 差 ， 1,2, ,j d∀ = ；

T
0 1( ( ), ( ), , ( ))dE S E S E S=L 表示 1d + 种资产的期

望收益向量； ijσ 表示证券i和证券j的协方差(i=0时表

示债券)；V 表示 1d + 种资产的协方差矩阵。市场的

完全性视 d 和 n 的大小关系而定。关于状态数目与

资产个数决定市场完全性的研究，文献[10]通过分裂

数 ( , )K t A 有详细的讨论。 
对于可能不完全的二期 n 叉树模型，本文考察

衍生证券的最优对冲。设 X 是以 d 种股票为根本资

产的衍生证券，即证券 X 在期末的收益是股票价格

1 2, , , dS S S 的函数： 

1 2( , , , )X dS S S SΦ=  
式中   XS 为衍生证券 X 在期末的收益； Φ 是

dR R→ 的非负函数。如果市场是完全的，一定存在

满足
0

d

j j
j

y S
=

∑ = 1 2( , , , )dS S SΦ 的资产组合 h 。衍生证

券 0t = 时的理论价格为： 

0

0

( )
d

k k
k

y s
=

= ∑V h  

当市场不完全时，资产组合 h 可能不存在。但

希望找到与 X 的期末收益 1 2( , , , )dS S SΦ 的差距

0

d

j j
j

y S
=

∑ 1 2( , , , )dS S SΦ− 在二阶矩意义下最小的资

产组合作为近似复制。 

定义 1  使得
0

d

j j
j

y S
=

∑ 1 2( , , , )dS S SΦ− 的二阶

矩

2

1 2
0

( , , , )
d

j j d
j

E y S S S SΦ
=

⎡ ⎤
−⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ 最小的资产组合

T
0 1( , , , )dy y y=h ，称为衍生证券 X 的最优对冲资

产组合。 
如果 T

0 1( , , , )dy y y=h 是衍生证券 X 的最优对

冲资产组合，那么 h 的当前价值 0

0

( )
d

k k
k

y s
=

= ∑V h 可以 

看作衍生证券当前的理论近似价格。市场的不完全

性越弱，即不相关的根本资产数目越多，近似的效

果越好。下面求解衍生证券的最优对冲资产组合： 
2

0 1
0

min , , , )
d

k k d
k

E y S S S S∆ Φ
=

⎡ ⎤= − (⎢ ⎥⎣ ⎦
∑h

     (1) 

对 iy 求一阶偏导： 

0 1
0

2 , , , 0
d

k k d i
ki

E y S S S S S
y
∆ Φ

=

⎡ ⎤∂ ⎛ ⎞= − ( =⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑   (2) 

式中  0,1, ,i d= ，化简式(2)得： 

0 1
0

[ ] [ , , , ]
d

k k i i d
k

y E S S E S S S SΦ
=

= (∑      (3) 

记： 
[ ]ki k ia E S S= ， 0 1[ , , , )]i i db E S S S SΦ= (   (4) 

设定： 

00 01 0

10 11 1

0 1

d

d

d d dd

a a a
a a a

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

A ， T
1 2( , , , )db b b=B  

由 kia 的定义知A是对称矩阵。那么式(3)可化为： 
=Ah B                  (5) 

由 kia 的定义 [ ]ki k ia E S S= cov( , ) [ ] [ ]k i k iS S E S E S= +
有 T= +A V LL 。由于V 是正定矩阵， TLL 是半正定

矩阵，所以 T= +A V LL 可逆，从而 X 的最优对冲资

产组合为：    
*h 1−= A B                (6) 

衍生资产的近似理论价格为： 
* * 0

0

( )
d

k k
k

y s
=

= ∑V h              (7) 

定理 1  在上述二期 n 叉树模型中，期末收益

为 1 2( , , , )dS S SΦ 的衍生证券的最优对冲资产组合为
*h 1 T 1( )− −= = +A B V LL B ，其中 T

1 2( , , , )db b b=B 。

该衍生证券的近似价格为 *( )XS = =V h * 0

0

d

k k
k

y s
=

∑ 。 

2  低阶的情况 
如果考虑的模型中只有一种股票，即 1d = 时，

上面的结果可以写为更加直接的形式。此时

2

0 0
0 σ

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
V ， T(1 , )r S= +L ，其中 S 和 2σ 分别表

示股票价格的期望和方差。所以： 
2

T
2 2

(1 ) (1 )
(1 )

r r S
r S Sσ

⎛ ⎞+ +
= + = ⎜ ⎟

+ +⎝ ⎠
A V LL  

2 2

2 2 2
1

2 2

(1 ) (1 )
1

(1 )

S S
r r
S
r

σ
σ σ

σ σ

−

⎛ ⎞+
−⎜ ⎟+ +⎜ ⎟=

⎜ ⎟
−⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

A       (8) 

下面分两种情形来讨论： 
(1) 当 2n = 时，未来状态只有两种状态，就是

二期二叉树模型。关于这种模型的衍生证券的定价，

已经有确定的结论。 
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定理 2  在经典两期二叉树模型中，债券的现

价为1；期末价为1 r+ 。如果股票现价是 s，未来的

价格为 sZ ，其中 Z 取u 的概率是 up ；取 d 的概率是

dp ，且 0 0 1u d u dp p p p> > + =， ， ， 1d r u+≤ ≤ ，

那么期末收益为 ZΦ（ ）的衍生证券 X 的复制资产组

合为 ( , )x y ： 
1 ( ) ( )

1
1 ( ) ( )

u d d ux
r u d

u dy
s u d

Φ Φ

Φ Φ

−⎧ =⎪⎪ + −
⎨ −⎪ =
⎪ −⎩

        (9) 

这一结论可参见文献[3-4]。 
下面用本文的一般二期模型的定理来得出上面

的结论。对定理2中的衍生证券 X ，由式(4)有： 

1 [(1 ) ] (1 ) [ ]b E r Z r E ZΦ Φ= + ( ) = + ( )

2 [ ( )] [ ( )]b E S Z sE Z ZΦ Φ= =  

即： 
T((1 ) [ ( )], [ ( )])r E Z sE Z ZΦ Φ= +B      (10) 

由式(6)、(8)和(10)得到此时的最优对冲资产组合： 
* * *( , )x y=h = 1−A B =  

2 2

2 2

2

[ ( )] ( ( ))
(1 ) (1 )

[ ( )] [ ( )]

S sSE Z E Z Z
r r

sE Z Z SE Z

σ Φ Φ
σ σ

Φ Φ
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⎢ ⎥−
⎢ ⎥
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  (11) 

进一步计算得到： 

* =h

1 ( ) ( )
1

1 ( ) ( )

u d d u
r u d

u d
s u d

Φ

Φ Φ

− Φ⎡ ⎤
⎢ ⎥+ −⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

         (12) 

将式(12)和(9)进行比较可以看出，得到的最优

对冲资产组合就是完全复制资产组合。因此当市场

模型退化为一般二叉树模型时，本文模型的结论与

已有结论完全一致。 
(2) 当 2n > 时，此时市场是不完全的，衍生资

产的最优资产组合 ∗h 可能不是完全复制的。 

3  计算期权价格的实例 
下面给出一个当 3n = 时欧式看涨期权的定价

的例子。为计算方便，设无风险利率为0，即债券的

价格总为1。股票现在的价格为s=3.5，期末的价格上

升 为 10 的概 率 为 1 0.1p = , 上 升 为 5 的 概 率 为

2 0.4p = ，下降为 2的概率为 3 0.5p = 。 
下面计算股票的执行价格为4的欧式看涨期权

的近似价格，其中： 
10 0.1 5 0.4 2 0.5 4S = × + × + × =

( ) ( ) ( )2 2 22 0.1 10 4 0.4 5 4 0.5 2 4 6σ = − + − + − =
 

2 2
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S S
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S
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11 2
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2 1
3 6

⎡ ⎤−⎢ ⎥
= ⎢ ⎥

⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

 

对于执行价格为4的期权，它在不同状态的收益

分别为6、1、0。那么： 
1 0.1 1 6 0.4 1 1 1b = × × + × × =  

2 0.1 10 6 0.4 5 1 8b = × × + × × =  

即 T(1,8)=B ，所以这一期权的最优对冲资产组合

为： 

* 1−= =h A B

11 2 51
3 3 3
2 1 2

8
3 6 3

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

因此，对期权的卖出者来说，卖空
5
3
的债券，

持有
2
3
的股票是在二阶矩最小意义下的最优对冲组

合。 *h 当前的价格为 * 5 2 2( ) 1 3.5
3 3 3

= − × + × =V h ，所

以执行价格为4的期权的当前近似理论价格为
2
3
。 

4  结 束 语 
CRR的二叉树模型是经典的离散衍生证券定价

模型。本文探讨了当市场状态多于基础资产数目，

导致市场非完全时的二叉树模型中衍生证券定价的

问题。一般说来，在不完全的市场中，衍生证券的

无套利定价不是唯一的。现在金融市场中衍生证券

日益丰富，衍生资产在资本市场中起着越来越重要

的作用。无论是对套期保值的公司和机构投资者，

还是市场中的套利者和投机者，衍生资产的定价都

是至关重要的问题。我国即将推出股指期货等衍生

工具，未来的证券市场中必然有大量的衍生产品，

因此加强衍生证券定价的理论研究，特别是不完全

市场中衍生证券的定价理论研究有着重要的意义。 
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个股票组合类似的互自相关关系。 

kO 由股票的自协方差决定，当股票在滞后 k 期
时存在过度反应，则 kO 的值为正，与国内学者关于

过度反应的研究得到的结论存在较大差异。文献[6]
认为主要是由于对形成期和检验期的时间跨度选择

的影响。表3反映了在不同的滞后时期 kO 呈现正负

相间，滞后1～8周的Ok均在5%的显著性水平下显

著，暗示股票是否发生过度反应是随时间跨度选择

变化的，不同的检验期跨度选择对过度反应的研究

结论有很大影响。 

3  结  论 
本文通过构造沪市A股滞后1～8周的互自相关

系数矩阵，发现沪市A股存在不同于美国股市的互

自相关关系和领先滞后结构：在滞后1～8周，沪市

A股总体相关关系表现为正负相间；滞后1～2周时

小盘股组合领先大盘股组合，滞后3周时大盘组合领

先小盘组合。股市投资者对信息的准确接受和分析

能力有限，具有信息优势的“庄家”利用信息优势

进行投机，以及广大个人投资者的“跟庄”和“跟

风”使沪市A股具有明显不同于美国股市的互自相

关关系和领先滞后结构。 
我国沪市A股股票之间的互自相关关系在不同

时间段对反转收益的作用不同且均不显著，本文的

实证结果无法证实股票之间的互自相关关系是沪市

A股反转收益的重要部分。本文的实证研究还暗示 

国内学者对过度反应的研究结果出现较大差异可能

与考察区间的时间跨度选择有很大关系。 
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