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高速整数开方电路的流水线设计 
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【摘要】 对一个位宽为32位整数的开方硬件电路的结构进行设计，介绍了应用流水线技术设计了一个高速求平方根电

路，考虑FPGA的内部结构，对采用流水线技术之后占用的硬件资源进行了分析。提出了利用流水线实现开方问题的新算法，

在一个时钟周期内对32位整数进行处理，计算出相应的平方根和余数并送出，在算法上具有精度高、速度快、易实现等优点。

与传统的算法相比，它完全避免了除法的迭代，从而开方速度提高了一倍左右。 
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Abstract  The technique about how to use pipeline architecture to design high speed square root hardware is 

illustrated through the process of designing a square root circuit of 32 bits integer. By taking into account of the 
capacity of FPGA, the resources consumed by the square root hardware is analyzed. The new method to solve the 
extraction of a root is presented , which can deal with the 32 bits sampled data within a clock period. This method 
is of high precision, fast speed, easily realization. Compared with the conventional one, the division operations are 
avoided completely in the new algorithm. Thus, the speed of radication has increased by one time. 
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随着大规模集成电路和数字通信的高速发展，

越来越多的数字信号处理要求开平方等运算的硬件

实现，如较为常用的全周傅氏算法、均方根算法、

快速傅里叶算法(FFT)。而目前实现开平方的算法主

要有Newton-Raphson算法[1-2]、基2-SRT算法[3-4]以及

逐位循环算法[4-6]。 
Newton-Raphson算法不仅需要初始化查找表，

而且在每次迭代过程中需要乘法器、加法器和减法

器。为了加速乘法器，该算法常采用并行Wallace树
结构的乘法器和进行传递加法器(CPA)。由于乘法器

需要耗费大量的逻辑单元，所以该算法不适合全流

水线操作，并且很难恢复余数。基2-SRT算法是一种

经典的开方算法，但是每一次迭代都需要相同的硬

件资源开销，不能连续输入被开方数，计算的结果

还要用CPA硬件电路实现其转化为2的补码，因此限

制了它的应用。逐位循环算法每一次循环移位经过 

相加或相减操作，判断其和或差的符号，得出最终

的平方根。 
本文介绍了一种基于逐位循环算法的高速整数

开方电路的流水线设计，全用加法器实现，无需判

断，直接由加法器的进位产生所需要的平方根，加

速了硬件电路。 

1  整数开方硬件实现的算法介绍 
假设32 bits的被开方数 D ，其平方根为16 bits；

Q = 1 2 3 15 16Q Q Q Q Q 。不恢复余数的逐位循环开方算

法[4]运算： 
For (k =0; k<16; k = k+1), 
If 0kr ≥   1 4 (4 1)k k kr r q+ = − + ; 

Else  1 4 (4 3)k k kr r q+ = + + , 

If 1 0kr + ≥   1 2 1k kq q+ = + ; 

Else  1 2k kq q+ = 。 



                                           电 子 科 技 大 学 学 报                                 第 37 卷   230

1 2k kq Q Q Q= Λ ;  32
0 02 ; 0r D q−= × = 。 

因为当 0kr ≥ 时 kQ =1，所以 0kr ≥ 和 kQ =1是等

价的。另外由于当 kQ =1时 12 1k kq q −= + ，当 kQ =0时，

12k kq q −= ，可得： 
If kQ =1  1 14 (4 5)k k kr r q+ −= − + , 
Else  1 14 (4 3)k k kr r q+ −= + + 。 
再将两个二进制的数相减改成加上一个负数的

补码，可得到以下的递推算法： 
1) 32

0 02 ,   0r D q−= × = 。 
2) always 1 0 ( 1)r r= + − , 

If 1 0r ≥   1 1 1q Q= = ;    
Else  1 1 0q Q= = 。 

3) For (k =0; k<16; k = k +1)。 
If 0kr ≥   1 14 (8 3)k k kr r q+ −= + + , 

  Else  1 4 (8 3)k k kr r q+ = + + ; 
If 1 0kr + ≥   1 2 1k kq q+ = + ， 

  Else  1 2k kq q+ = 。 
4) If 16 0r <   16 16 16(2 1)r r q= + + 。 

最后得出平方根是 16q 和余数 16r 。 

2  整数开方硬件实现的流水线设计 
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图1  并行开方电路的流水线结构 

流水线设计的核心思想是把一个周期内执行的

逻辑操作分成几步较小的操作，并在多个高速的时

钟内完成。每一次逻辑小操作的结果都存储在寄存

器中，被高速时钟同步提供给下一个流水线单元使

用。大多数FPGA器件的每个逻辑单元都有寄存器，

因此，FPGA适合使用流水线技术。本文设计了位宽

为32位整数的开方硬件电路，其流水线结构如图1
所示。该流水线结构由全加法器、异或门逻辑、寄 

存器组成，需要单比特全加器165个，寄存器285个。

流水线结构的主径(Critical Path)由16级单比特全加

器、寄存器以及异或逻辑门组成，因此流水线结构

的工作速度主要取决于单比特全加器、寄存器以及

异或逻辑门的工作速度。单比特全加器逻辑结构简

单，寄存器和异或逻辑为最基本的时序逻辑器件，

三者都能高速地工作。因此，与普通的并行流水线

结构相比，这种开平方的硬件电路结构更适合于高

速运算，而且硬件的复杂度得到大幅度的缩减。 

3  开平方电路进位保存加法器结构 
并行开方硬件电路的流水线结构主要耗费大量

的加法器，传统的加法器一次只能把两个数相加。

在高速开方电路中，需要同时把多个操作数以及前

一级的进位相加，为了实现一次能够把多个数相加，

需要采用CSA进位保存加法器。 
无论是在电路面积还是时序特性上，CSA加法器

比传统的Ripple-Carry加法器或是Carry Look-ahead加
法器都好很多[6]。当相加的数据越多[7]，CSA加法器

的优势越明显。现有的EDA综合工具中已经添加该

CSA加法器，如Synopsys公司的新版DC工具。 
由CSA加法器实现开方的硬件电路如图2所示。

该CSA流水线结构采用了CSA加法器，与采用全加

器实现的流水线结构相比，一方面能缩小综合的电

路面积，另一方面能提高时钟速度。传统的二操作

数加法器构成的全加器，其Critical Path均是在进位

的路径上。但CSA加法器则不同，它保留了原有的

加法器结构，但是其上一级的进位直接经过移位进

入下一级的三操作数相加，从而使Critical Path的延

时得到改善，提高了电路的工作速度。 

4  仿真结果和性能分析 
本文使用ModelSim工具进行功能仿真和时序

仿真，得到的时序仿真波形如图3所示。输入为无符

号的32位随机整型数，由于采用了流水线设计，首

次延时(latency)为16个时钟周期。经过了16时钟输出

第一个被开方数的16 bits的平方根和一个17 bits准
确的无符号整型余数，随后输入每个被开方数，只

需一个时钟周期来获取其平方根和余数。经过Altera
公司QuartusII 5.0的硬件资源耗费估计，该设计需 
要603个逻辑单元，系统的最高工作频率达到了 
232.72 MHz，数据吞吐量也达到232 MHz。与文献[8]
相比，该设计的最高工作频率提高了至少30%，处

理的数据位宽增加了一倍，而且能得到准确的余数。 
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图2  并行开方电路的CSA流水线结构 

 
图3  系统仿真波形 

5  结  论 
本文介绍了一种基于逐位循环递推算法的32位

位宽的整数开平方电路的流水线设计，采用了CSA
加法器改进了流水线的加法器。其优点是缩小综合

的电路面积，并提高整个电路的工作速度。整个流

水线设计电路在Altera公司的FPGA器件经过验证，

得到了比较好的运算结果。 
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