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·电子机械工程· 

混合威布尔分布参数估计的L-M算法 
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【摘要】混合威布尔分布模型常用来分析具有多种失效模式的机械系统或零部件的可靠性寿命数据，为提高混合威布尔

分布未知参数估计的精度，利用非线性最小二乘理论，建立了小子样条件下两重混合威布尔分布参数优化估计模型，将L-M
算法用于优化求解。以概率图参数估计法的结果作为迭代初始值，提高了迭代求解的速度。计算实例表明利用该方法估计混

合威布尔分布参数是可行的，而且能够获得较精确的结果。 
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Abstract  Mixed Weibull distribution is usually used to model reliability of products with more than one 
failure modes. Due to the difficulty of estimation of distribution parameters, it has not been widely used. In this 
paper, a mixed model involving two Weibull distributions is considered; and its parameters estimation model is 
established using nonlinear least square theory. Levenberg-Marquardt algorithm is used to solve the optimization 
problem. To reduce iterative time, the estimator from graphical method is used as initial value. A numerical 
example is employed to illustrate the feasibility and accuracy of the proposed method. 
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可靠性分析的首要问题在于寻找能够确切反映

产品失效机理并与失效数据的分析结果相符合的失

效分布规律[1]。常用的方法是将故障或失效数据拟

合成某种分布形式，在确定出各分布参数之后，对

失效数据进行可靠性评估和预测。威布尔分布是描

述机械系统及其零部件寿命数据分布规律最常用的

一种分布形式[2]。 
复杂机械系统一般包含多个零部件，每个零部

件的故障可能是在多种失效机理共同作用下发生

的，而且在不同的寿命阶段，不同的失效机理对系

统的失效起主导作用，其可靠性试验数据在威布尔

概率纸上表现为曲线，如果用原始的威布尔分布曲

线来描述时，会出现较大的误差。利用各种改进的

威布尔模型可以较好地解决这类问题，如混合分布

模型、分段模型和竞争风险模型等[3]。文献[4-5]总
结了多种改进威布尔模型及其概率图特征，并且提

出了对于给定失效数据选取相应模型的方法。文献

[6]详细讨论了两重混合威布尔模型、两重分段模型

和两重竞争风险模型的概率图特征及其参数的图估

计法。文献[7]采用混合威布尔模型描述了FIAT汽车

零部件可靠性及其故障发生规律，并且用极大似然

方法估计其分布参数。 
与原始的威布尔分布模型相比，改进的威布尔

分布模型虽然扩大了适用范围，但是引入了较多的

未知参数。统计分布的参数估计是一个优化问题，

未知参数越多，优化问题的模型和求解过程越复杂，

研究各种改进威布尔分布模型的参数估计方法对复

杂机械产品的可靠性分析是非常有意义的。随着计
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算机计算能力的提高和数学软件的不断发展，使改

进的威布尔分布参数估计的复杂算法可行，而且参

数的估算结果也越来越精确。 
本文以两重混合威布尔分布模型为研究对象，

利用非线性最小二乘法在小样本条件下仍能较好拟

合试验数据的优点，建立两重混合威布尔参数优化

估计模型，选用L-M算法求解该优化问题。 

1  两重混合威布尔分布模型 
如果一组数据样本 { | 0}T t t= > 服从两重混合

威布尔分布，设两重混合威布尔分布的概率密度函

数为 ( )f t ，可以将其表示为两个威布尔分布的加权

和[2-3]： 
1 2( ) ( ) (1 ) ( )f t pf t p f t= + −            (1) 

式中  p 为加权因子； 1( )f t 和 2 ( )f t 分别为每个子分

布的概率密度函数，可表示为： 

1( ) exp
i

i
i

i i

tf t t
β

ββ
α α

−
⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥= −⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

  1,2i =      (2) 

式中  α ( 0α > )为尺度参数； β ( 0β > )为形状参

数。两重混合威布尔分布的可靠性函数可表示为： 
1 2( ) ( ) (1 ) ( )R t pR t p R t= + −           (3) 

即： 
1 2

1 2( ) exp[ ( / ) ] (1 )exp[ ( / ) ]R t p t p tβ βα α= − + − −  (4) 

式(4)中的两重威布尔混合分布函数包含5个未

知参数 p 、 1α 、 1β 、 2α 和 2β 。对于n重混合分布，

则共有3 1n − 个未知参数。 
混合威布尔分布的参数估计主要采用两种方

法：图估计法和极大似然估计法。图估计法将失效

数据绘制在概率纸上，用直观的绘直线和曲线的方

法获取各分布参数估计值，简单易行，但易受主观

因素影响，当没有足够多的数据时，会产生很大的

偏差，在小样本条件下不适用，其结果可作为优化

估计算法中的初值[8-9]。极大似然估计方法是一种渐

近优化方法，在参数的可能取值范围内，选取使极

大似然函数达到最大的参数值作为待求的参数估计

值。极大似然法的缺点是在优化计算过程中容易陷

入局部极小，而无法找到全局最优点。文献[10]将贝

叶斯方法与极大似然估计方法相结合，提高了参数

估计的准确性和运算速度，并且适用于小样本情形。 

2  混合威布尔参数优化估计方法 
2.1  基于非线性最小二乘法的参数优化估计模型 

非线性最小二乘法以“误差平方总和为最小”

的估计准则，估计非线性模型的参数，目前已广泛

应用于试验数据的拟合与分析。对于较小的数据样

本，利用非线性最小二乘方法仍然能够获得较好的

拟合结果[11]。用 T
1 2 3 4 5( , , , , )x x x x x=x 表示两重混合

威布尔分布的参数向量，分别代表未知参数 p 、 1α 、

1β 、 2α 和 2β ，式(4)可以改写为： 
3 5

1 2 1 4( , ) exp[ ( / ) ] (1 )exp[ ( / ) ]x xR t x t x x t x= − + − −x  (5) 

为了推断分布参数 x 与可靠度 R 之间的关系，建

立其非线性最小二乘优化估计模型为： 
2

1

1min ( ) ( )
2

n

j
j

g r
=

= ∑x x  

10 1
0 2,3,4,5i

x
x i

< <
< =

            
(6)

 

式中  ( )jr x 为残差，可表示为： 
( ) ( ) ( , )j j jr R t R t= −x x     1 j n< <        (7) 

其中 ( )jR t 为可靠度的中位秩估计值： 
0.3( ) 1
0.4j

jR t
n

−
= −

+
    1 j n< <         (8) 

为求解式(6)中的约束优化问题，令： 

1
1

1 1

exp( )
exp( ) exp( )

zx
z z

=
+ −

           (9) 

exp( )i ix z=    2,3,4,5i =          (10) 

将式(9)和式(10)代入式(6)，令： 
T

1 2 3 4 5( , , , , )z z z z z=z             (11) 

则： 
3exp( )1

2
1 1

exp( )( , ) exp{ [ / exp( )] }
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zzR t t z
z z
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+ −
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5exp( )1
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(12) 
式(6)中的约束最小二乘问题转变为无约束优化问

题，有： 

2 2

1 1

1 1min ( ) ( ) [ ( , )]
2 2

m m

j j j
j j

g r R R t
= =

= = −∑ ∑z z z   (13) 

求出最优解 *z 后，利用式(9)和式(10)可以求出5
个未知参数的数值。 
2.2  用L-M算法求解 

求解非线性最小二乘常用的方法是迭代法，给

定初始值 (0)z ，根据某种迭代算法寻找最优点，如牛

顿法、高斯-牛顿法、L-M (Levenberg-Marquardt)算
法等。L-M算法采用目标函数的二阶微分，并采用

了一个方向矢量来不断地调整计算的收敛方向，以

获得更好的收敛性[11]。普通的梯度算法仅使用目标

函数的一阶微分，收敛的方向始终是目标函数的梯
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度方向，收敛速度较慢。L-M的迭代算法为： 
( 1) ( ) ( ) T ( )[ ( ) ( )k k k kJ J+ = − +z z z z   

( ) ( ) T ( ) 1 ( ) T ( )diag( ( ) ( ))] ( ) ( )k k k k kJ J Jλ −z z z r z   (14) 

其中 ( )r z 称为残差矢量： 
1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))mr r r=r z z z z  

( )( )kJ z 为目标函数 ( )g z 在 ( )kz 处的Jacobi矩阵： 

1 2

1 1 1

1 2
T

2 2 2

1 2

2

( )( ) ( ) ...

( )( ) ( ) ...
( )
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( )( ) ( ) ...

n
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zz z
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       (15) 

L-M算法的具体步骤如下： 
(1) 令 0k = ，给定初始值 ( )kz ，迭代精度 stopε ，

初始步长 ( )kλ 。 (2) 计算 ( )( )kr z 和 ( )( )kJ z ，令
( ) T( )k=A J z  ( )( )kJ z ， ( ) T ( )( ) ( )k k=B J z r z 。(3) 根据

式(15)计算 ( 1)k +z ，并计算式(14)中目标函数 ( 1)kg + 的

值。(4) 如果 ( 1)
stop

kg ε+ ≤ ，最优解 * ( 1)k +=z z ，迭代

结束；否则，转到步骤(5)。(5) 如果 ( 1) ( )k kg g+ ≥ ，

改变步长，令 ( ) ( )10k kλ λ= ，转到步骤(7)。(6) 如果
( 1)kg + ＜ ( )kg ，改变步长，令 ( ) ( )0.1k kλ λ= ，转到步骤

(7)。(7) 令 1k k= + ，重复步骤(2)。 
虽然迭代算法中包含复杂的矩阵运算，随着计

算机处理能力和计算速度的提高，算法的复杂性已

经不再是限制其使用和推广的瓶颈问题了。 

3  算  例 

为将本文中的方法与原有方法比较，采用文献

[10]中使用的寿命实验数据，如表1所示。为提高收

敛速度和求解精度，利用文献[10]图估计法的结果作

为迭代初始值，表2中列出了分别采用文献[10]中的

Kececioglu方法、图估计算法和L-M算法得到的结

果。为了比较不同方法拟合寿命数据的精确程度，

采用统计学中常用的相对均方差(normalized root 
mean square error，NRSME) 作为评价指标[11]： 

 2

1

2

1

ˆ( ) ( )
NRMSE

( )

n

i i
i

n

i
i

R t R t

R t

=

=

⎡ ⎤−⎣ ⎦
=

∑

∑
       (16) 

式中  ˆ ( )iR t 为根据参数估计结果得出的 ( )iR t 计算

值。表3列出了3种方法的NRMSE值的比较，可以看

出，L-M参数估计算法有最小的NRSME数值，因此

最为精确。 

表1  某产品的可靠性寿命实验数据 

序号i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

失效时

间t/h
3.0 28.5 71.6 91.1 129.1 157.8 188.9 226.1 278.0 367.2

表2  3种不同方法参数估计结果 

参数 P̂  1â  1̂β  2â  2β̂ maxD

图估计法 0.300 39.4 0.60 233.5 2.30 0.075 0

Kececioglu方法 0.300 50.0 0.50 193.0 1.90 0.032 0

L-M算法 0.255 40.5 0.49 211.95 1.85 0.021 1

表3  3种不同方法可靠度估计值比较 

3种不同方法的可靠度估计值 ˆ( )iR t  
序号i 

失效时

间t/h 

可靠度

中位秩 图估计法 Kececioglu 方法 L-M算法

1 3.0 0.932 7 0.942 3 0.934 6 0.937 3

2 28.5 0.836 5 0.826 2 0.822 8 0.836 8

3 71.6 0.740 4 0.727 0 0.692 0 0.719 3

4 91.1 0.644 2 0.681 5 0.628 3 0.661 6

5 129.1 0.548 1 0.581 0 0.499 5 0.543 2

6 157.8 0.451 9 0.496 5 0.404 7 0.453 8

7 188.9 0.355 8 0.401 9 0.311 0 0.362 6

8 226.1 0.259 6 0.293 9 0.217 1 0.266 7

9 278.0 0.163 5 0.169 1 0.123 1 0.162 8

10 367.2 0.067 3 0.047 8 0.043 5 0.060 8

NRMSE   0.002 6 0.004 1 0.000 3

4  结  论 
本文利用非线性最小二乘理论能够拟合各种复

杂试验数据的优点，在小样本条件下，建立了两重

混合威布尔分布的参数优化估计模型，并用L-M优

化算法寻求最优解。通过与图估计法和Kececioglu
方法的计算结果比较，本文的方法能够获得较精确

的结果。通过适当的变换，本文提出的方法也可以

应用到其他几种改进威布尔分布的参数估计中。 
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测器的探测性能。 
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图7  优化前、后和实验测试3种温度变化率的对比 

3  结 束 语 
本文利用有限元软件ANSYS对LiTaO3薄膜红外

探测器进行了热分析。根据试验的条件，对不同绝

热层的热导率、绝热层厚度、基底材料及基底厚度

的模型分别进行了瞬态热分析，得出以下结论：探

测器的响应与绝热层的厚度成正比，并与绝热层的

热导率成反比；蓝宝石或镍作为基底优于硅；在绝

热层的厚度为2 µm时，硅基底的厚度对探测器的响

应可忽略不计。仿真结果表明，优化后探测器的响

应性能有较大幅度的提高。实验测试热响应结果与

仿真结果十分吻合，证实优化后模型是有效的。 
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