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MPI环境下的几何定理并行自动推理 

潘  斌1，郭红霞2  
(1.成都理工大学信息管理学院  成都  610059；2.成都大学电子信息工程学院  成都  610106) 

 
【摘要】将几何定理机器证明和并行计算结合起来考虑，尝试用并行计算方法来提高传统定理证明算法效率，探讨了前

推法、数值并行法的并行算法，分析了两种定理证明算法在消息传递编程模型下的任务划分、通信组织、任务调度等问题，

并用MPICH2实现了这两种并行算法，对算法的并行性能指标进行了测试，测试数据表明，两种并行算法在基于MPI-2的并行

计算环境下，能很好地发挥并行计算的优势，有效缩短构造性几何命题机器证明的时间。  
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Abstract  This paper describes two parallel algorithms for geometry theorem proving based on the  two 

traditional methods: the forward reasoning and the numerical verification method. The task partitioning, 
communication, and the task-scheduling algorithm are also described with the message-passing programming 
model. Tests on the parallel computing environment are reported. The results demonstrate that proving time of the 
program is shorten effectively. 
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人工智能与自动推理技术的应用十分广泛，几

何定理机器证明是其中一个重要的分支。在实际运

用中，对很多复杂度较高的问题，现有的算法在合

理的时间内还不能解决。20世纪末以来，国外的一

些研究人员已经开始尝试将并行计算技术引入到符

号计算当中，以解决一些高复杂度的问题[1]。本文

将几何定理机器证明和并行计算结合起来考虑，主

要探讨前推法、数值并行法的并行化算法，并在消

息传递接口MPI-2的一个具体实现即MPICH 2所构

建的并行计算环境下进行实现和测试。 

1  理论背景 
前推法是一种基于规则的推理方法，类似于人

的解题过程。前推法有两个特点： 
(1) 能够产生传统形式的可读证明； 
(2) 无论结论是否能够被推出，都能产生大量有

用信息。但是，当前推达到推理不动点仍未推出命

题结论，并不能断定命题不成立，需要用其他方法

辅助推理，如添加辅助线、使用反证法等。实际上，

可以用代数的方法(吴方法、数值验证法等)对命题的

真伪做预先判定。 
数值验证法的基本思想是：要肯定或否定一条

初等几何命题，只要检验若干个数值实例即可。与

吴方法等代数方法相比，该方法用数值计算代替符

号计算以减少解题难度，是很有特色的一种辅助方法。 
文献[2-3]介绍了前推法的基本理论，关于数值

验证法的具体理论阐述，可参看文献[4-5]。 

2  并行算法设计 
2.1  并行前推法  

并行前推法程序从文件中读入一个几何命题，

将题设条件写入初始信息库，并不断将规则库中的
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规则应用于信息库，直到无法产生新的几何信息，

然后检查信息库中是否存在命题结论，若存在，则

输出可读证明到文件中，否则，打印命题证明失败

的信息。  
(1) 任务划分。对各子步骤的数据依赖关系作分

析，结果如图1所示。 

 读命题文件 

写条件入库 

规则匹配 1 

检查新信息 1 

规则匹配 n规则匹配 2 

检查新信息 n检查新信息 2 

生成证明文件 

… 

读规则库 

… 

 
图1  并行化后的数据依赖图 

于是，每个操作可以映射为一个原始任务，每

个原始任务和2个数据单元(条件信息组+规则)相关

联。比较好的数据关联策略是所有计算节点采用同

样的规则集，不同的条件信息组进入节点进行匹配，

这是条件组层次的并行，其并行粒度小，可扩展性

也更好。 
由于任务的数目在编译时无法确定，各个任务

之间不需要通信，完成不同任务所花费的时间也不

尽相同，所以任务的映射应该在运行期完成，本文

选择Master-Slave模式[6-7]实现算法，用Master进程进

行I/O操作和任务分发。 
(2) 通信组织。本文采用任务/通道模型[7]来描

述算法中的通信情况。 初的通信由Slave进程开

始，它发送一个“就绪”消息给Master进程，Master
进程用题设条件构成初始信息库，向所有Slave进程

广播该信息库，然后开始构造和分发规则匹配任务。

在图2中，细虚线箭头表示广播规则的通道，粗虚线

箭头表示信息库广播和匹配任务分发的通道，点划

线箭头表示新信息回送给Master的通道。 
 命题文件 信息库 结果文件 

Master

规则库 

Slave nSlave 1Slave 0 

信息库 信息库 信息库

… 

 
图2  前推法任务/通道图 

在进行一轮规则匹配后，各个Slave进程产生的

新信息是不一样的，需要进行调整以保证本地和全

局信息库的一致性。显然，Master进程收集完新信

息后，只需向各Slave进程广播一次即可。  
(3) 任务调度和复杂度分析 Master-Slave程序

模式采用的是一种动态的任务分配策略，为了减少

进程间额外的通信开销，Master进程在给Slave进程

分配数据的时候，使用按组分配任务的策略，每次

分配k个任务。k的具体数值受多个因素的影响，需

要进一步分析。 
先前的设计中，构造匹配任务被设计成串行任

务。本文采用流水线法进行改进：当Slave处理已有

的匹配任务时，Master进程可以同时开始构造新的

匹配任务。 
但是需要注意的是，如果当前信息库中的信息

都已经用来产生匹配任务，那么Master进程停止匹

配任务的构造，等待信息库的更新。 
本文仅粗略分析算法主体部分(忽略文件I/O时

间)执行时间的表达式。由于采用了流水线方法，

Master进程上进行的匹配任务的串行时间只需要计

算到生成第一批任务的时间。 
设N为一次证明产生的匹配任务总数，P为处理

器数目，k为每个处理器完成一轮推理的任务数目，

λ 为消息传递的延迟时间，0t 为Master进程产生一个

匹配任务的时间， 1t 为Slave进程完成一次规则匹配

的时间(包括检验新信息)。在一轮推理中，要进行信

息库分发和结论信息收集2次广播通信。由于在MPI
中，实现广播通信的算法的通信步数为 lbP⎡ ⎤⎢ ⎥

[8]，所

以总的开销为 2 lbPλ ⎡ ⎤⎢ ⎥，还要进行一次任务的分发，

其开销为 Pλ ，所以算法的执行时间为： 

0 1( ) ( 2 lb )N kPkP t kt P P
kP

λ λ−+ + +⎡ ⎤⎢ ⎥  

式中  0( )kP t 为Master产生第一批匹配任务的时间；

N kP− 是剩余的匹配任务；
N kP

kP
−

为循环推理的次

数； 1kt 为单个处理器完成每一轮规则匹配的时间(完 

成k个任务)。 
实际上，对每一个几何命题，N是不能预先确定

的，并且，虽然把每次消息传递的延迟统一处理了，

但还是要受信息库以及推理结果信息大小的影响，

所以上述表达式只能作为复杂度分析的参考，算法

效率的分析应该以实际运行指标为重点。 

从上式还能够看出，当 2
0 1

2 ( lb )
( )

N P P
k

t t P
λ +⎡ ⎤⎢ ⎥=

−
时，时 



                                           电 子 科 技 大 学 学 报                                 第 37 卷   910

间表达式有 小值，这也从理论上回答了前面的k
值确定问题。 
2.2  并行数值验证算法  

并行数值验证程序从文件中读入一个几何命

题，将题设条件转化为多项式方程组的形式，确定

验证实例的规模，然后对各实例在结论中是否成立

进行并行验证，如果存在不成立的实例，则输出命

题不成立的信息；否则，待实例全部验证完毕，输

出命题成立的信息。 
(1) 任务划分。考虑到实例验证占用了大部分运

行时间，而且各个实例验证时是互相独立的，任务

划分可以使用功能分解：每个验证操作映射为一个

原始任务，每个原始任务和一个实例相关联。由于

算法开始阶段还存在一些串行操作，如读取命题文

件、确定任务规模等，结束阶段要输出结果信息，

本文仍然选择Master-Slave模式来实现算法。 
(2) 通信组织。在图3所示的数值并行法任务/

通道图中，细虚线箭头表示广播命题信息的通道，

粗虚线箭头表示实例验证任务分发的通道，点划线

箭头表示结果信息回送给Master的通道。 
 

…

输出 命题文件 

Slave 0 Slave 1 Slave n 

Master 

 
图3  数值并行法任务/通道图 

(3) 任务调度和复杂度分析。由于任务总数能够

预先确定，所以可以采用静态的任务调度策略，一

次产生全部任务，然后分发。但是对于每个验证任

务来说，其时间复杂度和分配到的数值大小有很大

关系，采用静态的任务调度，很可能造成计算节点

负载不均衡，影响算法效率。为了平衡节点负载，

可以考虑采用任务池竞争的分配方法来实现：

Master进程不断生成任务写入任务池(可以是共享内

存也可以是文件)，Slave进程完成一组任务后，从任

务池中取另一组任务，直到任务池为空，这就保证

了各Slave进程始终处于工作状态。但是，采用任务

池进行任务调度会明显增大进程间的通信开销，与

静态的调度方法相比孰优孰劣，还需进一步分析[9]。 
忽略任务开始阶段的广播开销，在静态调度方

法中，任务生成的总时间为 0Nt ，任务分发是一次

完成平均分配，每个处理器完成验证的总时间为

1
N t
P

，故总的耗时为： 

1 0 1
NT Nt t
P

λ= + +  

在任务池方法中，由于采用了流水线处理，任

务生成的串行时间仅需要计算到前kP个任务。取任

务大概需要进行N/kp次，每个处理器完成k个任务需

要一次取任务的通信开销，故总的耗时为： 

2 0 1( )NT kPt P kt
kP

λ= + +  

易知，当
0

Nk
Pt
λ= 时，上式有 小值： 

1
3 02 NtT NPt

P
λ= +  

为了比较T1、T3的大小，令 4 1 3 0T T T Nt= − = −  

02 NPtλ λ+ ，由于只关心N的不同取值对效率的影

响，故把N看作主变量，注意到N>0，易求得当

0

( 1)P PN
t

λ + −> 时， 4 0T > ，即 1 3T T> 。 

实际上， 0t 是相当小的，在本系统中测得

0 0.000 6 st ≈ ； 0.008 5 sλ ≈ 。代入上式，若P=10，
那么当N>567时，任务池调度较优；若P=100，那么

当N >566 7时，任务池调度较优。所以，在处理复

杂的命题时，采用任务池的调度方法具有较好的效

率。 

3  算法测试 
由于影响并行算法效率的因素较多，在具体的

计算环境中进行试验是检验算法效率必不可少的步

骤。本文所作的算法测试是在以MPICH 2组建的并

行计算环境下进行的。 
通过对32个难易不同的几何命题进行验证，表

明算法的并行设计比较成功，下面就以其中有代表

性的3例进行分析，评价指标采用并行加速比和并行

效率[10]。 
例1 如图4所示，在以O为圆心的△ABD的外接

圆上取一点C，AD、BC交于点E，△DCE的外接圆

和△ABE的外接圆交于点E和F。求证：OF⊥EF。 

 
D

O 

B C E

F
H

G  

A 

 
图4  例1 
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例2 如图5所示，设BD是直角三角形ABC斜边

上的高，E是BD的中点，过E作AB、BC、AC的平

行线分别与AC、BC交于F、G，与AB、AC交于H、

I，与AB、BC交于J、K。求证：G、H、K、J 这4
点共圆。 

 

E 

F 
A 

J 

H 

B G K C 

I 

D 

 
图5  例2 

例3 如图6所示，△ABC的三垂线AD、BE、CF
分别交BC、AC、AB于D、E、F，且AD、BE、CF
又相交于H，HP⊥FE、HQ⊥FD。求证：PQ//AB。 

 A 

E 

C 
D B 

Q H 

F P 

 
图6  例3 

实际测得两种并行算法的运行时间如表1、表2
所示，表中的时间单位为秒。 

表1  并行前推法执行时间 

节点数 例 1 例 2 例 3 

单机 80.22 5.39 24.71 

2 42.67 5.08 13.88 

3 30.74 5.23 10.13 

4 24.09 5.34 8.73 

5 21.62 5.67 7.58 

6 18.96 7.38 7.33 

7 17.51 7.19 6.90 

8 15.70 7.93 6.67 

表2  数值并行法执行时间 

节点数 例 1 例 2 例 3 

单机 1 818.74 50.78 1.75 

2 927.93 26.73 1.17 

3 635.92 18.81 1.26 

4 490.23 14.94 1.41 

5 417.14 13.02 1.51 

6 348.59 11.54 1.59 

7 313.58 9.84 1.66 

8 281.98 9.07 1.70 

任务规模 509 796 33 856 256 

依据表1，计算并绘制并行前推法的加速比曲

线，如图7所示。图7中的虚线是加速比的估计值，

它根据Gustafson-Barsis定律[11]计算。计算时串行时

间比例取为0.1。 
从图中可以看出，并行前推所能获得的加速比

和并行效率并不十分理想，8节点下 大加速比5.11
也与估计值7.3相差甚远。在证明例2时，大于4个节

点参与计算时，节点间的通信开销已经超过了任务

分摊所能减少的执行时间，这是由于推理时产生的

总任务数不多。但是当单节点计算耗时较多时(如例

1)，并行算法还是能显著减少解题时间。这种情况

是算法和系统的并行开销，还是算法本身缺少很好

的并行性造成的呢？下面通过计算Karp-Flatt量度[12]

来回答这一问题。用e表示试验确定的串行比例，那

么
1/ 1/

1 1/
pS p

e
p

−
=

−
。计算结果如表3所示。 

 8

7

6

5

4

3

2

1

0

加
速
比

 

节点数/个 
1 8 7 6 5432

例 1
例 2
例 3
估计值

 
图7  并行前推法加速比曲线 

表3  试验确定的串行比例 

节点数 例 1 例 2 例 3 

2 0.06 0.88 0.12 

3 0.07 0.96 0.11 

4 0.07 0.98 0.13 

5 0.08 / 0.13 

6 0.08 / 0.15 

7 0.09 / 0.15 

8 0.08 / 0.16 

 
(1) 考察例1，e基本保持在一个稳定水平，表明

性能不好的主要原因是算法中有限的并行性。 
(2) 考察例2，当节点数大于5时，由于通信开销

的急剧增大，使得e的计算失去了意义。 
(3) 考察例3，发现e随着p增大而有规律地增大，

说明此时算法和系统中的并行开销是导致加速比差

的主要原因。 
依据表2，计算并绘制数值并行算法的并行效率
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曲线如图8所示。 
  120 

100 

80 

40 

0 

并
行

效
率

/(%
) 

节点数/个 
1 8 7 6 5 4 3 2 

例 1

例 2

例 3

60 

20 

 
图8  数值并行算法效率曲线 

从图8中可以看出，算法并行效率较高，并行效

率随节点数增加呈下降趋势，这是通信开销的正常

增大造成的。 
有趣的是，并行前推法对例2的效果好，对例3

的效果不好，而数值并行法正好相反。怎样把两种

算法的长处进行互补，提高系统的综合解题能力，

需要进一步地研究。 

4  结 束 语 
本文尝试将并行计算与几何定理机器证明相结

合，所做的工作是一个良好的开端。两种并行算法

在基于MPI-2的并行计算环境下，能很好地发挥并行

计算的优势，有效缩短构造性几何命题机器证明的

时间。其中，并行前推法由于其实际推理过程的复

杂性[13]，算法效率波动较大，试验数据表明，其并

行性能还有进一步提高的空间。 
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