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基于二维指数条件分布的加速寿命模型 
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【摘要】从概率意义上对寿命和应力之间的关系作了探索性研究。为了根据寿命和应力之间的概率相关性建立加速寿命

模型，假设在给定应力条件下元件寿命服从指数分布，根据二维指数条件分布的定义和特性推导出一种BEC加速寿命模型。

为了检验BEC模型的有效性，利用一组加速寿命试验数据，对BEC模型、Arrhenius模型、逆幂率模型进行了对比分析。结果

表明，在加速应力范围，BEC模型能够正确描述寿命与应力之间的关系，与Arrhenius模型、IPL模型具有同等效力；而在正常

应力范围，BEC模型的寿命外推精度低于Arrhenius模型和IPL模型。      
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Abstract  To establish an accelerated life model based on the probabilistic correlation between lifetime and 

stress, an accelerated life model, named bivariate exponential conditional (BEC) accelerated life model, is derived 
according to the definition and properties of BEC distribution. Experimental data is employed to valid the BEC 
model. The results indicate that the BEC model can describe the relationship between the lifetime and stress 
properly in the accelerated stress domain compared with the Arrhenius and inverse power law (IPL) models, 
however, the life-extrapolation accuracy of the BEC model is a little lower than that of the Arrhenius and IPL 
models.  
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加速寿命试验是为了缩短试验时间，在不改变

故障模式和故障机理的条件下，用加大应力的方法

进行的寿命试验。目前，加速寿命试验已经广泛应

用于航天产品和其他工业产品的寿命预测研究，并

取得许多应用成果[1-5]。 
加速寿命试验的基本思想是利用高应力下的寿

命特征去外推正常应力水平下的寿命特征。实现这

一基本思想的关键在于建立寿命特征与应力水平之

间的关系。这种寿命特征与应力水平之间的关系被

称为加速模型。 
加速模型分为物理加速模型和数学加速模型两

大类。物理加速模型是通过与失效机理相关的物理

原理推导而得的加速模型。物理加速模型的数学表

达形式为己知，只是模型参数待定。这类加速模型

主要有Arrhenius模型、逆幂律(inverse power law，IPL)
模型、Eyring模型等。数学统计加速模型是通过寿

命特征与应力类型的多项式回归建立的模型，主要

有广义对数线性模型、多项式加速模型、比例危险

函数模型等[6]。这些模型分别从失效物理和数学回

归的角度揭示产品寿命特征与应力水平之间的关

系，而且广泛应用于工程实践中。但究其本质，这

些模型都没有对寿命特征和应力水平之间的概率相

关性给出清晰的说明。本文假设在给定应力条件下

元件寿命服从指数分布，并将寿命和应力视为服从

二维指数条件(bivariate exponential conditional，BEC)
分布的随机变量，根据BEC分布的定义和特性，从
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寿命和应力之间概率相关性的角度，推导一种加速

寿命模型。为检验该模型的有效性，将其与Arrhenius
模型、IPL模型进行比较分析。 

1  BEC分布及其性质 
文献[7]最早提出BEC分布，此后吸引了众多学

者的关注，目前已有许多利用BEC分布进行可靠性

分析和评估的研究成果[8-10]。 
1.1  BEC分布的定义 

若二维随机变量 ( ,  )X Y 的联合概率密度为： 
( , ) exp[ ( )]f x y K ax by cxy= − + +   ( > 0,  > 0)x y  (1) 

式中  a、b、c均为常数，且 > 0a ， > 0b ， > 0c ；

K 为归一化常数，其定义为： 
1 1 exp ab
K c c

 = −  
 

Ei ab
c

 
 
 

 

式中   Ei( )x 表示指数积分函数，则 Ei( )x =  
 

 

exp( )dt
x

t
t

∞

−

−
−∫ 。 ( ,  )X Y 服从参数为a、b、c的BEC

分布。 
根据概率论基本理论，可得： 
(1) 二维随机变量 ( ,  )X Y 关于 X 和Y 的边缘概

率密度为： 
exp( )( )X

K axf x
b cx

−
=

+
             (2) 

exp( )( )Y
K byf x

a cx
−

=
+

             (3) 

(2) 随机变量 X 和Y 的条件概率密度为： 
( ) ( )exp[ ( )]X Yf x y a cy a cy x= + − +       (4) 

( ) ( )exp[ ( )]Y Xf y x b cx b cx y= + − +       (5) 

(3) 随机变量 X 和Y 的相关系数为： 
2

( )XY
abc abK K
K ab c K

ρ + −
=

+ −
            (6) 

1.2  BEC分布的性质 
若二维随机变量 ( ,  )X Y 服从BEC分布，则： 
(1) 随机变量X、Y的条件概率分别服从参数为

( )a cy+ 和 ( )b cx+ 的标准指数分布； 
(2) 随机变量 X 和Y 的相关系数 XYρ 为非正值，

且 0.32 < 0XYρ− ≤ [11]； 
(3) 当且仅当 0XYρ = 时，随机变量 X Y、 是相互

独立的； 
(4) 随机变量 X Y、 具有负回归相关性[7]，即对

所有 X 的可能取值 x ，条件概率值 { > }P X x Y y=
随 y 值的增大而减小；对所有Y 的可能取值 y ，条

件概率值 { > }P Y y X x= 随 x 值的增大而减小。 

2  基于BEC分布的寿命加速模型 
将加速寿命试验中被试元件的应力水平和寿命

特征视为两个随机变量，并分别用 X 和 Y 表示

( > 0, > 0)X Y 。 
假设元件在固定应力条件下的寿命 ( )Y X x=

服从指数分布，即满足BEC分布的性质(1)。 
在加速寿命试验中，被试元件的寿命Y 将随试

验应力 X 的增大而减小，这一现象说明寿命随机变

量Y 和应力随机变量 X 之间并非相互独立，而是具

有某种潜在的相关性，这种相关性可通过相关系数

XYρ 定量描述。而且当任意给定一个寿命值y时，条

件概率 { > }P Y y X x= 将随应力值 x 的增大而减小，

寿命和应力之间的相关性属负回归相关性，即满足

BEC分布的性质(4)。因此，服从BEC分布的二维随

机变量 ( , )X Y 可以从概率相关性的角度描述加速寿

命试验中被试元件应力和寿命之间的关系。 
根据式(2)，在给定应力 X x= 条件下，服从指

数分布的寿命随机变量Y 的条件数学期望为： 
1[ ]E Y X x

b cx
= =

+
            (7) 

式(7)描述了被试元件平均寿命与应力水平之间的关

系，其中 x 为应力取值；b和c为BEC分布的参数。 
为表述方便，分别用S和t表示元件试验应力和

对应的平均寿命，可得基于BEC分布的加速寿命模

型为： 

BEC
1t

Sα β
=

+
               (8) 

因此式(8)简称为BEC模型，其中α 、β 为待定系数。 

3  三种加速模型的比较分析 
为了验证和分析BEC模型的有效性，将其与

Arrhenius模型、IPL模型进行对比分析。 
Arrhenius模型和IPL模型可分别表达为： 

Arr exp nt A
S

 =  
 

               (9) 

IPL
nt AS −=                 (10) 

式中  A和n均为待定系数。 
3.1  加速模型待定系数的确定 

确定加速模型待定系数需要加速寿命试验获取

有效的数据。文献[12]将航天航海器械中渐近污垢的

临界时间定义为污垢增长过程寿命(简称污垢寿命)，
选择管道内流体的硬度(Ca2+的浓度)为试验应力进

行了恒应力加速寿命试验，试验结果如表1所示。与

此同时，该文献也对试验样本的寿命分布进行了统
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计检验，结果表明，在给定应力条件下污垢样本寿

命服从指数分布，即满足BEC模型的基本假设。 
表1  加速寿命试验数据 

应力/mg⋅L−1 800 300 200 120 70 
寿命/h 17.5 19.3 20.9 22.5 24.8 

 
将式(8～9)和(10)分别进行恒等变形，可得： 

BEC

1 S
t

α β= +                (11) 

Arr
1ln lnt A n
S

= +              (12) 

IPLln ln lnt A n S= −             (13) 

式中  
BEC

1 ,  S
t

 
 
 

、 Arr
1ln ,  t
S

 
 
 

和 IPL(ln ,  ln )t S 均成

线性关系。将表1数据进行相应处理，利用线性最小

二乘法可分别得到3种加速模型中的待定系数，进而

可得3种加速寿命模型，具体表达式分别为： 

BEC
1

0.042 75 0.000 019 79
t

S
=

+
       (14) 

Arr
26.01117.513expt

S
 =  
 

          (15) 

0.143 5
IPL 44.596t S −=              (16) 

3.2  分析与讨论 
(1) 将3种加速模型用函数曲线表达并与试验结

果进行比较，如图 1 所示。在加速应力范围

(100,800)S ∈ ，3种加速寿命曲线与试验结果在总体

趋势上具有良好的一致性。这表明在加速应力范围，

3种模型均能有效地描述污垢寿命与应力水平之间

的关系。 
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图1  加速寿命曲线与试验数据 

(2) 由图1可见，在正常应力范围 (0 < < 70)S ，

3种加速寿命曲线存在明显差别。如果用3种模型分

别外推正常应力为20 mg/L时的污垢寿命，结果如表

2所示。比较而言，BEC模型和IPL模型的外推结果

比较接近，但与Arrhenius模型的外推结果相差较大。

由于缺乏应力为20 mg/L时污垢寿命的试验数据，暂

时无法比较3种模型在应力为20 mg/L时的寿命外推

精度。 
表2  应力为20 mg/L时的外推寿命 

加速模型 BEC Arrhenius IPL 
外推寿命/h 23.2 64.3 29.0 

 
将70 mg/L当作正常应力(即为加速寿命试验中

的加速应力)，利用3种模型外推应力为70 mg/L时的

污垢寿命，并与试验数据相比较，结果如表3所示。可

以看出，Arrhenius模型和IPL模型的寿命外推精度高

于BEC模型。 
表3  应力为70 mg/L时的外推寿命及其相对误差 

加速模型 外推寿命/h 试验寿命/h 相对误差(%) 
BEC 22.7 

24.8 
8.5 

Arrhenius 25.4 2.4 
IPL 24.2 2.4 

 
(3) 当施加应力为零时，被试元件理论上应该具

有无限长寿命。然而，由3种加速寿命模型的数学表

达式可知：当 S →0时， Arrt →∞， IPLt →∞，而 BECt
为有界值。因此，当正常应力越小(趋向于零应力)，
BEC模型的外推精度将越低。 

(4) BEC模型的建立，基于被试元件在给定应力

条件下寿命服从指数分布的基本假设。这种假设虽

然在大多数情况下可以被接受，但如果被试元件寿

命确实不服从指数分布，则BEC模型将从最基本的

数学基础上失去有效性。因此，从理论上讲，BEC
模型仅适用于给定应力条件下寿命服从指数分布的

被试元件。 
(5) BEC模型属数学加速模型，但它又不同于其

他数学加速模型。相对其他数学加速模型，BEC模
型不是通过寿命特征与应力水平进行纯粹的数学回

归建模，而是利用BEC分布的特性，用概率相关性

的观点描述寿命和应力之间的内在联系，具有完备

的数学理论根基，这是其主要特点。 
(6) 由于所有数学加速模型都缺乏失效物理基

础，所以一般而言，数学加速模型的寿命外推风险

比物理加速模型大。 

4  结  论 
本文对BEC加速寿命模型进行探索性研究。假

设在固定应力作用下，元件寿命服从指数分布。根

据BEC分布的特性可推导出一种加速寿命模型。在
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加速应力范围，BEC模型与Arrhenius模型、IPL模型

具有同等的效力；而在正常应力范围，尤其是进行

寿命外推时，BEC模型的外推精度相对较低。BEC
模型的适用范围为给定应力条件下寿命服从指数分

布的元件。 
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·我校科研成果介绍· 

95 GHz毫米波前端 

(1) 该技术采用W波段，提高了火炮内弹道参数测试的系统分辨率。 
(2) 利用二次混频和发射机泄漏控制技术，简化了系统，提高了系统的信噪比。 
(3) 发射机采用了毫米波锁相技术，提高了测试精度。 
(4) 采取天线加固、电源多次稳压等技术措施，保证了系统在野外火炮发射恶劣环境下的工作稳定可靠。 
(5) 采用了激光束和角反射器相结合的辅助对准手段，使系统现场调试更为方便。 
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