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具有区间参数的瞬态温度场数值分析 
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【摘要】针对不确定结构的瞬态热传导问题，提出一种将结构的各个物理参数和温度的初、边值条件均视为区间变量，

并利用区间分析进行处理的方法。对具有区间参数的热传导抛物型方程的求解，在空间域上利用有限单元离散，在时间域上

利用差分离散，将区间分析和常规的有限元法相结合，建立了基于单元的区间有限元方法。利用矩阵摄动公式求解结构的区

间有限元方程，获得了结构瞬态温度场响应的范围。通过一瞬态热传导问题的算例表明该方法的可行性和有效性。     
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Abstract  A method using interval analysis is presented for transient heat conduction problems of uncertain 

structure. In this method, each parameter and initial boundary conditions are regarded as interval parameters. In 
order to solve parabolic equation of heat conduction with interval parameters, the regions of space are discretized 
by finite elements and the regions of time are discretized by finite difference. The interval finite element method 
based on the element is established via the combination of interval analysis and the traditional finite element 
method. The interval finite equation of structure is solved by matrix perturbation formulas, and then the range of 
temperature field response of the structure is obtained. The proposed method is finally applied to the problem of 
transient heat conduction which shows its effectiveness.  
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对于工程中大多数结构存在的不确定性(结构

参数存在误差或不确定性)，若不将它们定量化或模

型化加以考虑，就不能作出合理的分析和设计。虽

然概率统计分析方法在描述结构中的不确定现象方

面获得了成功，但当结构的不确定性不具有统计特

性，或缺乏足够的数据信息描述不确定参量的概率

特性时，概率模型的应用反而会引起较大的误差。

目前对不确定问题的描述模型主要有随机模型、模

糊模型[1]和区间模型3种。区间模型适用于统计信息

贫乏，不足以描述不确定参数的概率分布或隶属函

数；以及仅知道不确定参数的取值区间范围，并仅

想获得结构响应的区间范围的情况。因此，利用区

间理论和方法研究工程中的不确定性因素比较常

用。目前，对不确定结构的静、动力特性[2-7]和可靠

性[8-9]方面，利用区间理论进行分析已经获得了许多

成果，然而对具有区间参数的瞬态温度场分析的文

献却十分少见。因此，对具有区间参数温度场问题

的研究，并确定温度响应所在的范围或界限具有重

要的理论和工程意义。 
在常规的热传导分析中，导热系数、换热系数

以及换热介质温度等热参数均被作为确定性量来处

理。近年来，一些研究者将导热中的有关参数当作

服从某种分布概型的随机变量，利用随机有限元方

法求出节点温度响应[10]。然而，由于实际问题中往

往缺乏足够的实验数据来真实地确定随机变量的概

率密度函数，使得利用概率方法处理工程中的不确

定性问题有时不能得到可靠的结果。鉴于此，本文

提出将导热中的各不确定性参数均视为区间数进行

分析的方法，利用有限元法获得了以诸区间参数表

出的单元温度刚度矩阵、热容矩阵及荷载向量，将
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它们在各区间参数中值处以一阶泰勒级数展开；并

利用函数的区间扩展进行近似处理，经有限元组集

获得结构整体的温度刚度矩阵、热容矩阵以及等效

荷载列向量，形成区间有限元方程，最后利用矩阵

摄动方法求解。 
1  热传导控制方程及初边值条件 

由传热学，对均匀、各向同性材料的瞬态传热

问题的控制方程为： 

2 2 2

02 2 2

T T T Tk q c
x y z t

ρ
 ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = ∂ ∂ ∂ ∂ 
      (1) 

式中  T 为温度场分布；k 为材料的导热系数； 0q 为

热源强度；ρ 为材料的密度；c 为材料的比热；t 为

时间。 
传热问题常见的3类边界条件为： 
(1) 第一类边界，已知物体边界Γ 上的温度分

布，即有： 
| wT TΓ =                 (2) 

(2) 第二类边界，已知物体边界 Γ 上的热流密

度 q ，其符号的确定为：凡是热量从物体向外流出

者取正号，而流入者取负号，即有： 
Tk q

Γ

∂
− =

∂n
               (3) 

(3) 第三类边界，已知边界Γ 上与物体相接触

的流体介质的温度 fT 和换热系数 h，即有： 

( )f
Tk h T T

Γ Γ

∂
− = −

∂n
            (4) 

传热问题的初值条件为：已知 0t = 开始时刻物

体整个区域上的温度或温度场分布，即 0 0|tT T= = 。 

本文考虑瞬态传热问题式(1)～式(4)中结构参

数具有不确定性的最一般情况，即将其中的导热系

数 k 、材料密度 ρ 、材料比热 c 、换热系数 h等物理

参数，以及环境温度 fT 的幅值、热源强度 0q 的幅值

和初始温度 0|tT = 的幅值等均视为区间变量。从而以

上问题成为具有区间参数和给定区间初、边值条件

的抛物型偏微分方程。显然，对该类问题只能利用

基于区间的数值方法求解。 

2  区间有限元法 
将上述所有不确定性的结构区间参数记为广

义区间向量 T T
1 2( ) ( , , , )i mα α α α= = α ，其相应的中

值 为 c c T c c c T
1 2( ) ( , , , )i mα α α α= = α ， 其 离 差 为

T T
1 2( ) ( , , , )i mα α α α∆ = ∆ = ∆ ∆ ∆α 。区间向量 Iα 可用其分

解形式表示为： 

I c c I c[ , ] e∆= + −∆ ∆ = + ∆ = + ∆α α α α α α α α   (5) 
式中  I [ , ]∆ = −∆ ∆α α α ； [ 1,1]e∆ = − 。 

对含有区间参数的瞬态热传导问题式(1)～式

(4)，利用有限元法可得结构各单元的温度刚度矩阵。

此时第 j 个单元的温度刚度矩阵 jK 中一般含有若

干个区间参数 ( 1,2, , )i i nα =  ，其中，n为单元温度

刚度矩阵中区间参数的个数。为此，单元温度刚度

矩阵为含有区间参数的区间矩阵。对此区间矩阵，

利用泰勒级数展开和区间数学中的自然区间扩张，

忽略二阶以上小项，可将结构的第 j 个单元的温度

刚度矩阵表示为： 
c

I c I c
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1

( )
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同理，热容矩阵 I( )j iαM 和相应的右端等效荷载

向量 I( )j iαR 亦可以式(6)的形式表示为： 

I c

1

( ) ( )
n

j
j i j i ji

ii

eα α
α=

∂
= + ∆

∂∑ M
M M α       (7) 

I c

1

( ) ( )
n

j
j i j i ji
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eα α
α=

∂
= + ∆

∂∑ R
R R α        (8) 

按照有限元“对号入座”的法则和函数的区间

扩张，结构的总温度刚度矩阵、总热容矩阵和右端

总等效荷载向量可以组合为： 

I I c
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( ) ( ) ( )
N N n

j
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式中  N 为结构中的单元数目。 
令   

I

1 1

N n
j

i ji
j i i

eα
α= =

∂
∆ = ∆

∂∑∑
K

K            (12) 
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N n
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∂
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I

1 1

N n
j

i ji
j i i

eα
α= =

∂
∆ = ∆

∂∑∑
R

R           (14) 

即有： 
I c I( ) ( )= + ∆K K Kα α             (15) 
I c I( ) ( )= + ∆M M Mα α            (16) 
I c I( ) ( )= + ∆R R Rα α             (17) 

从而结构瞬态热传导问题的区间有限元控制方

程为： 
I I I( ) ( ) ( )t

tt
∂  + = ∂ 

TM K T Rα α α         (18) 

式中  下标 t 表示在该时刻的取值。 
利用两点向后差分代替式(18)中的微分，即有： 

( )1
t t t

tt t −∆

∂  = − ∂ ∆ 

T T T             (19) 

式中  t∆ 为时间步长。 
将相关项代入式(18)，经整理有： 

c I
c I c( )( ) ( )tt t

 ∆
+ + ∆ + = + ∆ ∆ 

M MK K T Rαα α  

c I c
c I c I( ) ( )

t t t t t tt t t−∆ −∆ −∆

∆
+ ∆ + + ∆

∆ ∆ ∆
M M MT R T Tα α    (20) 

式中  c
t t−∆T 为 t t− ∆ 时刻节点温度的确定量； I

t t−∆∆T

为 t t− ∆ 时刻节点温度的不确定量。 

3  矩阵摄动求解公式 
假设在任意 t 瞬时结构的节点温度向量、总温度

刚度矩阵和总荷载向量分别为T、K和R，则在该瞬

时结构的平衡方程为： 
=KT R                 (21) 

在式(20)中，令： 
c

c
0

( )( )
t

= +
∆

MK K αα            (22) 

c
c c

0
( )( ) t tt −∆= +
∆
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I
I

t
δ ∆

= ∆ +
∆
MK K              (24) 

I c
I I( )c

t t t tt t
δ −∆ −∆

∆
= ∆ + + ∆

∆ ∆
M MR R T Tα      (25) 

若将 δ K 和 δ R 视为矩阵 K 和 R 在 0K 和 0R 处

的摄动量，则可求出结构在 t 时刻节点温度的确定量
c

tT 和区间不确定量 I
t∆T 分别为： 

1c c
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式中  j

iα
∂

∂

K
、

j

iα
∂

∂

M
和

j

iα
∂

∂

R
分别为扩充之后与整体刚

度矩阵、整体热容阵及载荷列向量同维数的矩阵或

列向量； | |∗ 表示对∗取绝对值； t∆T 为 t 时刻节点

温度的离差。具有区间参数和区间初、边值条件的

结构在 t 时刻的节点温度场的上、下界分别为： 
c

t t t= + ∆T T T                (28) 
c

t t t= − ∆T T T                (29) 

4  算  例 
长20 mm、宽10 mm的平面长方柱体的所有物理

参数和初、边值条件均具有区间不确定性，即导热

系数 I [15.5,16.5] W /(mk = ⋅ ℃)，结构的密度 Iρ =  
[4 995,5 005] kg / m ，比热 I [199,201] J /(kgc = ⋅℃ )；
然后放入介质温度 I [99,101]fT = ℃中加热，左右边界

面的换热系数 I 2[1 598,  1 602] W /(mh = ⋅℃)，上下边界

为绝热面，求结构加热过程中各时刻的温度场。 
由于结构和热荷载的对称性，本文仅取结构的

右半部分进行计算，并将其划分为8个三角形单元，

如图1所示。取时间步长为0.001 s，按前述的方法编

程进行了计算。表1给出了1、5、9号节点温度响应

在不同时间的上、下界和中值结果，以及中值与文

献[11]对该例确定性问题计算结果的比较。计算结果

表明，具有区间参数的瞬态温度场响应的中值与确

定性结构温度场随时间的变化规律是完全一致的。

由于确定性问题仅是区间问题中所有区间参数取值

区间宽度为零的一种特例，即从特殊的角度映证了

本文方法的计算结果的正确性。 
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图1  有限元离散图 

表1  节点温度在不同时刻的上、下界和中值 

 1s 2s 3s 

节 

点 

1 

下界 20.361 27.845 35.724 

中值 20.597 28.262 36.243 

(文献11) (21.298) (28.269) (36.011) 

上界 20.833 28.679 36.762 

节 

点 

5 

下界 25.837 34.288 41.604 

中值 26.090 34.635 42.044 

(文献11) (25.899) (34.419) (41.791) 

上界 26.343 34.982 42.484 

节 

点 

9 

下界 45.395 52.777 58.124 

中值 45.472 52.911 58.360 

(文献11) (44.528) (52.574) (58.145) 

上界 45.550 53.046 58.596 

 
5  结  论 

(1) 本文将结构瞬态传热问题中的各参数及初、

边值条件均视为区间变量，利用区间分析和有限元

法建立了基于单元的区间有限元方法；并利用矩阵

摄动公式对结构的区间有限元方程进行了求解，给

出了节点温度响应的上下界。算例表明，该方法对

求解具有区间不确定性参数结构的热传导问题是可

行和有效的。 
(2) 从算例结果可知，具有区间参数的瞬态温度

场响应的中值与确定性结构温度场随时间的变化规

律是完全一致的。此外，在每一瞬时各节点温度响

应的变化范围是不相同的，但差异不大。 
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