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新三维分段线性混沌系统 

乔晓华，包伯成  
(江苏技术师范学院电气信息工程学院  江苏 常州  213001) 

 
【摘要】提出了一个新三维分段线性混沌系统，研究了新系统的对称性和不变性、耗散性和吸引子的存在性、平衡点及

稳定性等基本动力学特性。利用相轨图、庞加莱映射、李雅普诺夫指数谱和分岔图等数值仿真手段，验证了该系统能运行在

混沌和周期轨道，具有丰富的动力学行为，并能通过一个常数控制器控制到不同形状混沌吸引子的混沌轨道或周期轨道或一

个有界点。 
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A New Three-Dimensional Piecewise-Linear Chaotic System 
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Abstract  A new three-dimensional piecewise-linear chaotic system is proposed. Some dynamical 

characteristics of this system including symmetry and invariance, dissipativity and existence of attractor, 
equilibrium, and stability are investigated in detail. By numerical simulating with Lyapunov exponent spectrum, 
bifurcation diagram, Poincaré mapping, and phase portrait, this paper verifies that the proposed system has 
abundant dynamical behaviors. It can operate on chaotic and periodic orbits and can evolve into chaos with difform 
chaotic attractor or period or limited point by a constant controller.  

Key words  attractor;  chaotic system;  constant controller;  piecewise-linear 
 

收稿日期： 2008 − 10 − 20；修回日期：2009 − 03 − 02 
基金项目：江苏省高校自然科学研究计划(02KJD510016) 
作者简介：乔晓华(1960 − )，男，副教授，主要从事混沌理论与应用、非线性电路与系统等方面的研究. 

自文献 [1]采用线性反馈控制方法控制混沌

Lorenz系统[2]而发现了一种与混沌Lorenz系统类似

但不拓扑等价的混沌Chen系统后，引起了研究者寻

找新的混沌系统并对其非线性动力学现象和应用等

研究的极大兴趣。文献[3]发现了混沌LÜ系统[3]和连

接Lorenz、Chen和LÜ三个混沌系统的统一混沌系统
[4]；文献[5-8]陆续提出了一些新的与以上系统类似

但不拓扑等价的三维连续自治混沌系统。 
除了上述连续光滑非线性混沌系统被提出之

外，也有不少研究者利用分段线性或非线性控制器

实现了新的混沌系统。文献[9]提出了一个四维多分

段线性系统，发现了系统的超混沌现象；而文献

[10-11]先在类达芬(Duffing-like)系统上加载一个分

段非线性二次函数x|x|产生了混沌信号，随后在一个

二阶线性系统上引入分段非线性二次函数的反馈控

制器实现了另一个三阶混沌系统；同时，文献[12-16]
开展了这些新的混沌系统的动力学特性、电路实现、

控制与同步及混沌应用等诸多方面的研究工作，并

取得了丰富的具有理论意义和实际价值的研究 

成果。 
混沌在混沌保密系统和混沌信息加密等信息工

程领域得到了广泛的应用。但迄今还没有一个生成

混沌的系统方法。因此，如何生成混沌信号将是混

沌研究领域内的一个关键技术。本文结合Lorenz系
统族方程的特点，采用分段线性的方法，提出了一

个含有分段线性项的三维连续自治耗散混沌系统，

其系统方程结构简单，而且在较宽的参数区间内能

产生混沌信号。新混沌系统具有丰富的动力学行为，

并能通过一个常数控制器控制到不同形状混沌吸引

子的混沌轨道或周期轨道或一个有界点。 

1  三维分段线性混沌系统 
1.1  混沌吸引子 

本文的新系统是一个含有分段线性项和二次非

线性项的混沌系统，其数学模型描写如下： 
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式中  a和b为实常数；c为常数控制器。当a = 3，b = 
4，c = 0时，混沌吸引子的相轨图如图1所示，庞加

莱映射如图2所示。利用Jacobia方法计算李雅普诺夫

指数，得： 

LE1=0.317, LE2=0, LE3= –3.320 9 
该新系统的李雅普诺夫维数为 DL = 2.0955。

从新系统的各个相轨图、庞加莱映射以及系统的

李雅普诺夫指数和维数可知该系统为混沌系统。 

     
                    a. x-y                                  b. x-z                                 c. y-z 

图 1  式(1)在 a=3 时的相轨图 

 
图2  式(1)在y = 0.5截面上的庞加莱映射 

1.2  基本的动力学分析 
(1) 对称性和不变性 
当c = 0时，变换(x, y, z)→( – x, – y, z)后，系统的

方程仍保持不变，即系统的图像关于z轴对称，且这

种对称性对系统所有的参数都保持不变。 
(2) 耗散性和吸引子的存在性 
对于式(1)，有： 

x y zV a
x y z

∂ ∂ ∂
∇ = + + = −

∂ ∂ ∂
            (2) 

当a > 0时，则式(1)是耗散的，且以指数形式收敛V = 

−aV ，即体积元 0V 在时刻 t 时收缩为体积元

V(t)=V0e−(a−1)t。这意味着，当t→∞时，包含系统轨线

的每个体积元以指数率−a收缩到零。因此，所有系

统轨线最终会被限制在一个体积为零的集合上，且

它渐进运动固定在一个吸引子上。 
(3) 平衡点及稳定性 
令 x = y = z =0，即yz+c=0, a(x–y)=0,b–|x+y|=0。

此时系统有两个平衡点S1、S2： 
S1=(0.5b, 0.5b, –2c/b), S2=(–0.5b, –0.5b, 2c/b) 
当 c=0时，这两个平衡点对称地落在坐标原点

的两侧。 
在平衡点S1和S2线性化式(1)得到Jacobian矩阵： 
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对平衡点S1，其特征方程为： 
3 2 (0.5 2 / ) 0a b ac b abλ λ λ+ + + + =        (4) 

由Routh-Hurwitz判据，当a＞0，b＞0且满足c
＜b2/4a时，平衡点S1是不稳定的；对平衡点S2，其

特征方程为： 
3 2 (0.5 2 / ) 0a b ac b abλ λ λ+ + − + =       (5) 

同样地，由Routh-Hurwitz判据，当a > 0, b > 0
且满足c＞–b2/4a时，平衡点S2是不稳定的。即对于

式(1)，当a＞0，b＞0时且常数c满足关系式： 
2 24 4b a c b a− < <             (6) 

式(1)的两个平衡点S1和S2都是不稳定的。 
当参数a = 3, b = 4, c = 0时，平衡点S1和S2的特

征方程相同，有单一的负实根λ1 = –3.434 8和两个实

部为正的共轭复根λ2, 3 = 0.2174 ± 1.856 4i。从而得

知，平衡点S1和S2均为不稳定的鞍焦点，式(1)会在

平衡点处出现霍普夫分岔。 
当参数a = 3，b = 4, c ≠ 0时，式(1)在常数控制

器的参数区间– 4/3≤c≤4/3内是不稳定的。 

2  混沌系统的动力学分析 
2.1  无常数控制器 

从上面分析可知，当a＞0，b＞0和c = 0时，系

统平衡点是不稳定的；随着参数的改变，该系统将

处于不同的状态。下面利用数值仿真手段，分析各

个系统参数变化时，系统的变化情况。 
(1) a = 3，b改变 
式(1)随参数b变化的李雅普诺夫指数谱如图3a

所示，对应的状态变量y的分岔图如图3b所示。从图
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3中可以观察到，式(1)在较宽的参数区间内是混沌

的，其李雅普诺夫指数为一个正值、一个零值和一

个负值，在分岔图上表现是一种始终限于有限区域

且轨道永不重复的、形态复杂的运动。 
同时，式(1)主要的混沌区间为2.32＜b≤10，其

中有两处明显的周期窗，分别出现在b= 5.45和b= 7.9 

附近。周期窗往往在系统的动力学行为演变过程中

起着十分重要的作用，会引发系统运行轨道状态突

变或混沌危机等非线性物理现象。除了以上混沌区

域之外，在0＜b≤2.32区间内，系统轨道交替运行

在周期态或混沌态。随着参数b的逐步增大，六种典

型的周期和混沌吸引子的相轨图如图4所示。 

             
a. 李雅普诺夫指数谱                                                b. 分岔图 

图3  式(1)随参数b变化的李雅普诺夫指数谱与分岔图 
 

   
a. 周期(b = 1.6)                           b. 混沌(b = 2.8)                         c. 周期(b = 5.45) 

   
d. 混沌(b = 6)                            e. 周期(b = 7.9)                            f. 混沌(b = 9) 

图4  式(1)在a = 3时的相轨图 
(2) b = 4，a改变 
式(1)随参数a变化的李雅普诺夫指数谱如图5a

所示，对应的状态变量y的分岔图如图5b所示。从图

5中可以观察到，式(1)在0＜a≤5区间内几乎处于鲁

棒混沌态，只有在a = 2.13附近出现了一个小的周期

窗；在5＜a≤5.76区间内位于周期态；在5.76＜a≤8
区间内，系统轨道交替运行在周期态或混沌态，此

参数区间在设计混沌系统时应加以避免，系统的状

态会因参数小的扰动而改变。几种典型的周期和混

沌吸引子的相轨图如图6所示。 

2.2  有常数控制器 
当a = 3，b = 4时，式(1)的两个平衡点在参数区

间– 4/3≤c≤4/3内是不稳定的，在此区间外有一个

平衡点是稳定的，稳定的平衡点会致使系统将趋向

一个有界点。 
图7给出了式(1)随控制参数c变化的李雅普诺夫

指数谱及其状态变量y的分岔图。从图7中可以观察

出，式(1)在–1.5≤c≤1.5区间内动力学特性具有一定

的对称性，其分岔图是关于y坐标奇对称的。由此可

以判断出式(1)的吸引子相轨图也是奇对称的。在
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–1.32≤c≤1.32区间内，式(1)运行轨道处于混沌态，

具有一个正值、一个零值和一个负值的李雅普诺夫

指数。在此区间内，存在多个周期窗口，主要的周

期窗出现在c = −0.825，−0.141，0.141，0.825等附近。

随着c从负值逐步增大，在负值区间式(1)从一个有界

点跳变成不稳定的周期1运行轨道，历经正向倍周期

分岔后进入混沌轨道；在正值区间，式(1)则从混沌

轨道经周期减半逆分岔后转变成周期1轨道，然后再

趋向一个有界点。可见数值仿真的结果与上述平衡

点稳定性分析的结果相符。图8给出了几种典型的具

有对称性的周期和混沌吸引子相轨图。从以上图中

不难判断出，单螺旋混沌吸引子将在–0.76＜c＜0.76
区间内转变成双螺旋混沌吸引子，且在负值区间内

的单螺旋混沌吸引子是双螺旋混沌吸引子的下半部

分，而在正值区间内的单螺旋混沌吸引子则转变成

双螺旋混沌吸引子的上半部分。 

              
a. 李雅普诺夫指数谱                                                      b. 分岔图 

图5  式(1)随参数a变化的李雅普诺夫指数谱与分岔图 

     
a. 周期(a = 2.13)                            b. 混沌(b = 4.5)                               c. 周期(b = 5.5) 

图6  b = 4时式(1)的相轨图 

           
a. 李雅普诺夫指数谱                                                b. 分岔图 

图7  式(1)随参数c变化的李雅普诺夫指数谱与分岔图 
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a. 混沌(c = –1)                            b. 周期(c = –0.825)                           c. 周期(c = –0.141) 

     
d. 周期(c = 0.141)                           e. 周期(c = 0.825)                              f. 混沌(c = 1) 

图8  式(1)在a = 3和b = 4时的相轨图 

3  结束语 
本文结合Lorenz系统族方程的特点，采用分段

线性的方法，提出了一个含有分段线性项的三维混

沌系统，其系统方程结构简单，有两个平衡点，能

产生与Lorenz混沌系统相类似的反向蝴蝶形状的双

螺旋混沌吸引子。利用相轨图、庞加莱映射、李雅

普诺夫指数谱和分岔图等数值仿真手段，验证了新

系统在较宽的参数区间内能产生混沌信号，具有丰

富的动力学行为。同时，新系统通过一个常数控制

器可以控制到具有不同形状混沌吸引子的混沌轨道

或周期轨道或一个有界点。 
开展分段线性混沌系统的研究具有十分重要的

理论意义和实际价值，其电路形式的实现和动力学

特性的深入研究将是作者以后的工作重点。 
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