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高度层优化使用问题的指派模型及算法 
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【摘要】飞行高度层的优化使用是空中交通管制(ATC)自动化理论研究的核心问题。为取得任意两架飞机之间的水平约束，

提出航空器相对于飞行高度层的一般性指派问题(AP)的研究方法。引入广义指派(GAP)扩展效率矩阵，分析单架飞机占用一个

飞行高度层和多机共用一层效率矩阵元素的定义方法，研究垂直剖面航迹优化的匈牙利求解。效率矩阵如果随条件发生变化，

问题变为不确定型，对此，给出了将其转换成确定型问题处理的一般方法。实例表明，直接或间接应用匈牙利算法对于ATC
决策的实时求解是有效的。 
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Abstract  In order to obtain the horizontal restriction of any two aircraft, a method of the assignment 
problem (AP) of flight level is presented. Based on the expanded efficiency matrix of generalized assignment 
problem (GAP), Hungarian algorithm provides a solution for the optimization of the vertical trajectory with the 
efficiency matrix of the flight level from one single aircraft to multiple aircraft in the same flight level. It also 
provides a general method to convert the indeterminate mode of assignment problem to determinant mode when the 
efficient matrix varies. The case study shows that the direct or indirect Hungarian algorithm is efficient in real time 
optimal use of flight level in air traffic control.   
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随着飞行总量的攀升，空中交通管制的环境变

得越来越复杂。在现代信息技术条件下，空管自动

化的一项重要任务就是为空域内飞机之间可能出现

的碰撞启动分级预警并就规避提供航迹的技术优

化。国外自上世纪60年代以来围绕该问题开展了大

量的研究，其中Reich模型在冲突分析研究领域被公

认为最早的研究成果，在后续的研究中，线性规划、

遗传算法、神经网络技术也被证明可以用来解决航

迹规划问题[1-5]。然而，上述关于冲突的解脱只是正

常管制干预不能消除碰撞的一套临时处置方案，与

现实的管制理念和方法还存有差距，尤其不能做到

“早预测、早调配”。飞行冲突调配总是优先考虑通

过高度的方法，其次才是速度和航向。为满足飞行

剖面的总体优化，合理分配高度是关键。最近民航

正开始实施缩小垂直间隔，通过指配和灵活选择更

加优化的飞行高度层，以减少航空器在地面和空中

的延误，降低燃油消耗，提高管制效率。因此，空

管自动化研究的一个很重要的问题就是对高度层优

化指配的原理做出解释。本文采用分治法，借助在

调速控制两机最小水平间隔方面的研究成果[6]，提

出航空器相对飞行高度层的广义指派。结果表明，

本文提出的飞行高度层优化使用问题的广义指派模

型能满足中长期ATC决策的实时性和完整性要求。 

1  模型假定 
先讨论两机在一个水平面上的冲突情况，如图1

所示。 
以一定的步长采样，任意两机水平距离S与采样
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步数z之间的关系为： 
2 2 2
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式中  1,2, ,z i=  ； av 和 bv 分别表示两机速度；θ 为

航迹夹角； ( )Af z 和 ( )Bf z 为两机各自到O点的距离。 
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图1  交叉航路 

为达到必需的安全等级，两机在水平和垂直方

向上应具备的最小间隔已经有了明确规定，也成为

ATC决策的主要依据。由式(1)不难判断两机有无可

能出现小于最小水平间隔的情况。当然水平面上的

冲突可以通过对一架飞机调速来化解。式(2)描述了

飞机速度 v在多扰动情况下随时间的变化情况。 
( )v v r z rα′= + + +             (2) 

式中  r 为扰动因子；v′为初始速度；α 为加速度。

代入式(1)，可以反推得到维持最小水平间隔必需的

加速度。对照不同机型性能，不难判断能否单纯通

过调速来解决当前冲突。 
两机互穿高度的情况与之类似，在整个穿越过

程中，两机原本就满足最小水平间隔或通过调速来

满足，最差的情况是即使调速也不能维持最小间隔，

这时只能保持高度差，不穿越。显然，从开始穿越

到结束，整个过程所消耗的时间应考虑成与机型性

能相对应的常量。 
表1  高度层简化模型 

高度范围/m 简化 高度范围/m 简化 高度范围/m 简化 
150~450 1 3 750~4 050 13 7 350~7 650 25 
450~750 2 4 050~4 350 14 7 650~7 950 26 

750~1 050 3 4 350~4 650 15 7 950~8 250 27 
1 050~1 350 4 4 650~4 950 16 8 250~8 700 28 
1 350~1 650 5 4 950~5 250 17 8 700~9 300 29 
1 650~1 950 6 5 250~5 550 18 9 300~9 900 30 
1 950~2 250 7 5 550~5 850 19 9 900~10 500 31 
2 250~2 550 8 5 850~6 150 20 10 500~11 100 32 
2 550~2 850 9 6 150~6 450 21 11 100~11 700 33 
2 850~3 150 10 6 450~6 750 22 11 700~12 300 34 
3 150~3 450 11 6 750~7 050 23   
3 450~3 750 12 7 050~7 350 24   

参照航线高度层配备，从300 m到12 000 m，共

有34个简化高度层，设为 jM ( j =1,2,L ,34)，如表1
所示。决策目标定义为：需要指派某架飞机去占用

某个高度层，使得总效率最高(或付出代价最小)。运

筹学中这属于典型的指派问题[7]。 

2  高度层AP模型 
设有 m 架飞机( 34m≤ )需要被指定去占用 34

个高度层中的 m 个层，其中指定第 i 架飞机 iA 占用

第 j 层( jM )所需的代价为 ijc ( 0ijc ≥ )，由 ijc 构成的

矩阵C 称为效率矩阵，如表 2 所示。 

表2  效率矩阵 

 M1 M2 Mj L  M34 

A1 c11 c12 c1j L  c1,34 

A2 C21 C22 C2j L  C2,34 

Ai Ci1 Ci1 Cij L  Ci,34 

M M M M L  M 

Am Cm1 Cm1 Cmj L  Cm,34 

对每穿越一个高度层应支付代价做如下定义：

不调速即可穿越，代价为0；调速后可以保证安全穿

越，代价为1；经过最大调速仍无法安全穿越，代价

为∞。 
如 34m < ，需要在矩阵C 中增加 (34 )m− 行的

零元素，得矩阵
0

 ′ =  
 

C
C 。由此转化为平衡指派问

题，引入变量 ijx ，并令： 

1

0
i j

ij
i j

A M
x

A M

= 


指派飞机 去高度层

不指派飞机 去高度层
 

以总代价最小为优化目标，数学描述为： 
34

1 1
Min

m

ij ij
i j

Z c x
= =

= ∑∑             (3) 

s.t. 1 1,2, ,34

1 1,2, ,

ij
i

ij
j

x j

x i m

= =



= = 


∑

∑





        (4) 

01或=ijx 。 

3  高度层GAP模型及算法 
通常为确保整个调配的连续性，也为减轻管制

工作负荷，一般尽量指令一架飞机独立占据一个高

度层。设可用高度层的数量为 n ，当 nm > 时，将出

现两机共用一个高度层的情况，上述一般指派问题

即转为广义指派。 
优化准则为：(1) 目的高度与原巡航高度的偏离

量越小越好。(2) 飞机所需穿越的层数越少越好。(3) 
需要实施垂直机动的飞机数量越少越好。(4) 造成其

他需要调速的飞机的架次越少越好。(5) 尽量指定占

据机型经济巡航高度层。 
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为此，设飞机 iA ( i =1,2,L , m )穿越 k 个高度层

的代价为 [ ]( 1)k kα δ− − (α 、δ 为常数，0 1α< < )。
设飞机 iA 的经济巡航高度为 iP ，每偏离一层的代价

均为σ ，由安全第一的原则，σ 取小；设每进行一

次调速代价为 ε ( ε 为常数，因为每调速一次和每穿

越一个高度都对管制心理产生影响， ε 实际反映了

管制员对于两者的一种价值取向， ε δ> )。 
以上取值可以通过专家访谈的方式从管制一线

获得，通常δ 取1。为体现让一架飞机连续穿越 k 个
高度层代价比分别让 k 架飞机穿越一层的代价略

小，α 取值可趋于0。如宁愿飞机连续穿越小于4层
的高度而不愿意进行一次调速， ε 取值为3.05。 

受机型性能及空域范围的限制，设飞机 iA 的上

限高度为 iH ，下限高度为 iL ，则飞机 iA 从高度层 lM
变换到高度层 jM 的代价 ijc 为： 

[| | (| | 1)] (| |

| |)
[| | (| | 1)] (| |

| |)

> <

j i

l i

j i
ij

l i

j i j i

j l j l M P

M P
j l j l M P

c
M P m m

M H M L

α δ

δ
α δ

δ ε

− − − − + − −


−
 − − − − + − −= 

− +
∞
∞

不受限制的穿越

能穿越但造成 次调速

其中出现任意一个不能穿越的情况

当 或

m

(5) 
式中  j =1,2,L ,34；l =1,2,L ,34。由此建立广义指

派的决策矩阵 34( )ij mc × 。式(6)和式(7)为GAP问题的数

学描述： 
34

1 1
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式 中   
1    

0   
i j

ij
i j

A M
x

A M

= 


指派飞机 去高度层

不指派飞机 去高度层
；

i =1,2,L , m ； j =1,2,L ,34。  

广义指派问题通常可以转化为传统的平衡指派

问题求解。用矩阵C 来描述GAP的最优解等价于从

矩阵C 选出 m 个元素满足：(1) 每列中至少有一个

元素被选出，保证每一层至少有一架飞机去占用。

(2) 每行中有且只有一个元素被选出，保证每架飞机

占用且只占用一层。(3) 被选出的 m 个元素之和 
最小。 

定 义   有 1m n− + 个 矩 阵 C 构 成 矩 阵

( , , , )= LR C C C 是一个m 行、n列的矩阵，称为GAP

扩展矩阵[8]。 
R 矩阵的意义相当于增加了 ( )n m n− 个高度

层，这样高度层数量比飞机数量多。因此，扩展矩

阵 R 描述GAP的最优解等价于从矩阵 R 中选出 m
个元素满足： 

(1) 每列中至多有一个元素被选出。每行中有且

仅有一个元素被选出，保证每架飞机占用且仅占用

一层。被选出的 ( 1)m m n− + 个元素之和最小。 
从 R 中选m 个元素满足以上三个条件的问题，

是一个非平衡指派决策问题，在矩阵 R 中增加

( )( 1)m n n− − 行的零元素，可得如下矩阵： 

0
 ′ =  
 

R
R  

这样 ′R 是 ( 1) ( 1)m m n m n n− + × − + 的矩阵，它相当

于增加了 ( )( 1)m n n− − 架飞机，只是这些飞机去占

用任何高度代价都为0。这样从 R 中选出 m 个元素

之和最大的问题就等价于从 ′R 中选出 ( 1)m m n− +
个元素满足： 

(1) 每列中恰有一个元素被选出，保证每个高度

层有且只有一架飞机去占用。(2) 每行中恰有一个元

素被选出，保证每架飞机被指派一个高度层且仅一

层。(3) 被选出的 ( 1)m m n− + 个元素之和最小。 
根据文献[9]，GAP问题的最优解等价于以扩展

矩阵 ′R 为效率矩阵的AP问题的最优解，可用“匈牙

利法”求解：系数矩阵中独立0元素的最多个数等于

能覆盖所有0元素的最少直线数。 

4  不确定型效率矩阵的转化 
式(5)描述的是假定对一架飞机进行指派，其余

高度不做调整时，占用某一个高度层对应支付的代

价。事实上，在对一架进行指派时，其余飞机高度

也是随时可以调整的，一旦在水平投影面内出现相

互制约的两架飞机，表2构造的效率矩阵元素的值将

可能随方案发生变化，问题转为不确定型。 
显然，只要能确认一对约束中一架飞机的高度，

则另外一架占用某一层应支付的代价是唯一确定

的，由此所定义的效率矩阵元素值恒定。所幸的是，

上述在一个水平投影面内出现相互制约的两架飞机

的情况，数量有限甚至可以避免，实际可能的变化

往往仅局限于一个小的范围内，如两架飞机对穿高

度所引发的位置交叉明显会造成代价剧增。因此，

扩展矩阵不会因列的增加造成维数灾。 
为简化步骤，带有两次约束的高度层优化问题

的解法为：(1) 枚举一个约束中的一架飞机可能选择
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占用高度的 x 种可能，构造 2( 1)m n x× + − 的效率矩

阵。(2) 根据问题性质，得出矩阵 C (AP)或矩阵

R (GAP)。(3) 补充零矩阵，得矩阵 ′C 或矩阵 ′R ，

转化为平衡指派问题。(4) 用匈牙利算法求解。 

5  算  例 
相对于一个独立的管制空域，高度层 jM 中 j 的

取值通常是在1～20范围内，这不仅有利于减小矩阵

规模，同时AP及GAP性质的定义也得到简化。下面

以某实况为例进行验证。 

表3  飞机对应所处高度层的初始状态 

 M1 M2 M3 M4 M5 M6 M7 

A1 1 0 0 0 0 0 0 

A2 0 0 1 0 0 0 0 

A3 0 0 0 1 0 0 0 

A4 0 0 0 0 1 0 0 

A5 0 0 0 0 1 0 0 

A6 0 0 0 0 0 1 0 

表4  飞机之间存在的初始水平约束 

 M1 M2 M3 M4 M5 M6 

A1 0 0 0 0 0 0 

A2 0 0 0 0 0 0 

A3 0 0 0 0 0 0 

A4 0 0 0 0 M ε 

A5 0 0 0 M 0 0 

A6 0 0 0 ε 0 0 

扇 区 由 低 到 高 划 设 有 7 个 高 度 层 ， 用

jM ( j =1,2,L ,7)表示，其中有6个高度层分别被6架
飞机占用，如表3所示。表中“1”表示存在，“0”
表示不存在； 4A 与 5A 因不满足水平间隔必须马上做

出调整，ATC倾向于保留 5A 目前状态，改变 4A 及其

他可能飞机的高度。飞机之间存在的水平约束如表4
所示，其中，不调速即可满足水平方向上的安全间

隔，值取0；调速后满足，值取ε ；调速后都不满足，

值取 M 。对应 4A 占用 6M 和 7M 的任意情况， 6A 可

能有 6M 或 7M 两种选择，代价将发生变化。将效率

矩阵C 的列扩大[10,11]，按式(5)可得到表5。表中取

值： 1δ = ， 0.05α = ， 0.1σ = ， 3.05ε = ；已知

5iP M= ，i =1,2,L ,6，其中， 6M ′和 6M ′′分别表示 6A

在 6M 和 7M 时其他飞机对 6M 的占用， 7M ′和 7M ′′分
别表示 6A 在 6M 和 7M 时其他飞机对 7M 的占用。 

表5  效率矩阵 

 M1 M2 M3 M4 M5 

A1 0 0.9 1.75 2.6 3.45 

A2 2.15 1.1 0 0.9 1.75 

A3 3.2 2.15 1.1 0 0.9 

A4 4.25 3.2 2.15 1.1 M 

A5 M M M M 0 

A6 M M M M M 

 
6M ′  6M ′′  7M ′  7M ′′  

A1 4.5 4.5 5.55 5.55 

A2 2.8 2.8 3.85 3.85 

A3 1.95 1.95 3 3 

A4 4.15 1.1 5.2 5.2 

A5 M M M M 

A6 0 M M 0 

ij′ =c  

0 0.9 1.75 2.6 3.45 4.5 4.5 5.55 5.55
2.15 1.1 0 0.9 1.75 2.8 2.8 3.85 3.85
3.2 2.15 1.1 0 0.9 1.95 1.95 3 3

4.25 3.2 2.15 1.1 4.15 1.1 5.2 5.2

0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

M
M M M M M M M M M
M M M M M M M M

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    从每行元素中减去该行最小元素，找出9个独立

0元素： 

0.9 1.75 2.6 3.45 4.5 4.5 5.55 5.55
2.15 1.1 0.9 1.75 2.8 2.8 3.85 3.85
3.2 2.15 1.1 0.9 1.95 1.95 3 3

3.15 2.1 1.05 3.05 4.1 4.1M
M M M M M M M M
M M M M M M M M

φ

φ φ φ φ φ φ φ φ
φ φ φ φ φ φ φ φ
φ φ φ φ φ φ φ φ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

◎

◎

◎

◎

◎

◎

◎

◎

◎

 

47c 记◎后，可以划去第6行中可能对以后选择

产生影响的0元素，记为φ ，表示 6A 不应同时选择

6M 对应的两种可能方案，以便尽可能使一架飞机独

立占据一个高度层，原问题最优解为： 
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即 6A 调至 7M ， 4A 调至 6M ，其余飞机保持不变，

最小代价为2。如有兴趣，不妨推导出其余 5
6 1P − 种

方案的代价与之进行比较，如将 4A 调至 7M ，其余

不变的情况下，代价将增至5。 

6  结  论 
本文兼顾提升空管自动化运行安全效率，运用

数学的方法来描述高度层优化使用问题，其间对经

济利润、机型性能、人为因素及现实的一些复杂约

束都做了量化，取值可以随对时态的理解和价值取

向发生变化，故在决策支持功能方面有较好的弹性。

值得注意的是目前航路飞行高度层所采用的“东单

西双”的划分格局将有可能导致约束乃至通过隐枚

举得到的效率矩阵复杂化，因此，该算法目前主要

应用于制定终端区内中长期调配计划的辅助决策[12]。 

本文的研究工作得到了中国民用航空飞行学院

科研基金的资助(J2007-42)，在此表示感谢！ 
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