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Delaunay三角剖分插值用于超分辨成像 

李光伟1,2，陈志杰2，李建勋2  
(1. 清华大学精密仪器与机械学系  北京 海淀区  100084;  2. 空军装备研究院雷达与电子对抗研究所  北京 海淀区  100085) 

 
【摘要】微变焦超分辨成像在插值重建方面比较困难，目前基于最小二乘估计的频域模型和空域模型也都存在一些局限

性。为了兼顾超分辨成像的实时性和精确性，该文在图像重建过程中，借鉴Delaunay三角剖分的数学概念，采用随机增量算

法，定义了基于Delaunay三角剖分的插值算法。该算法可以提高分辨率，降低运算量。仿真实验结果表明，该算法在图像重

建的时间和均方误差方面，均优于共轭梯度最小二乘法，其中基于Delaunay三角剖分的三次方插值算法的优越性更为突出。   
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Abstract  micro zooming super-resolution imaging is difficult for interpolation and reconstruction, and there 
are some limitations in the frequency domain model and space domain model based on LSE (least squares 
estimation). By referring to the mathematical concept of Delaunay triangulation and randomized incremental 
algorithm, an interpolation algorithm based on Delaunay triangulation in the course of image reconstruction is 
defined for both real time and accuracy of super-resolution imaging. This algorithm can improve the resolution and 
reduce the amount of calculation. The results of simulation experiment show that this method is better than the 
method based on conjugate gradient least square (CGLS) in the speed and error of image reconstruction.  
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微变焦法超分辨率成像技术通过微变光学系统

焦距获得同一场景多帧放大倍数不同的图像，然后

由此重构高分辨率图像。由于改变光学放大率只需

控制镜片在光轴方向上的位移，通过变焦镜头即可

实现，避免了采用微扫描中控制水平、垂直两个方

向位移的高精度机械装置，而重建效果与微扫描效

果类似[1-3]。 
微变焦法超分辨率成像不满足多通道采样理

论，插值重建比较困难，常用的微变焦法超分辨率

成像是采用解方程组的方法进行最小二乘估计，目

前已有对频域模型和空域模型的研究。连续频域混

叠模型是把欠采样的低分辨率图像看作是高分辨率

图像发生频谱混叠后的结果，建模后联立成一个稀

疏线性方程组，然后通过求最小二乘解，并经逆傅

里叶变换得到高分辨率图像[4]。该方法计算量和存

储量都很大，不能满足大尺寸图像的实时处理，而

且高精度的图像配准也难于实现。空域模型的核心

思想是把低分辨率图像的每个像素的灰度值看作是

待求高分辨率图像上对应相关区域内所有像素灰度

值的线性加权和，对所有低分辨率图像的每个像素

的灰度值列出一个线性方程，联立得到一个稀疏线

性方程组，其最小二乘解即为超分辨率重建出的高

分辨率图像[5]。该方法利用基于改进Cimmino行处理

迭代法解稀疏线性方程组，但迭代收敛速度仍较慢。 
因此，为了减少微变焦超分辨率成像的重建时

间，提高实时性，本文借鉴三角剖分的概念和算法，

定义了基于Delaunay三角剖分的插值算法，应用于

超分辨成像过程。仿真实验证明了该方法在精确度

和实时性方面都有独到的优势。 

1  Delaunay三角剖分 
点集的三角剖分问题是计算几何的经典问题，
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对数值分析(如有限元分析)、计算机图形学等意义重

大，目前已广泛应用在几何形体重构、图形处理、

模式识别、物理、化学、分子生物学，以及机器人、

城市规划、经济决策过程和物理方程中偏微分方程

的求解等方面[6]。尤其是Delaunay三角剖分，是一种

优化的空间结构，具有严格的数学定义和完备的基

础理论，有很好的可操作性，因而与一般的三角剖

分相比有极大的优越性[7-8]。 
1.1  概念与定义[9-10] 

定义 1  二维三角剖分：假设V是二维实数域上

的有限点集，边e是由点集中的点作为端点构成的封

闭线段, E为e的集合。那么该点集V的一个三角剖分

T=(V,E)是一个平面图G，该平面图满足以下条件： 
(1) 除了端点，平面图中的边不包含点集中的任

何点； 
(2) 没有相交边； 
(3) 平面图中所有的面都是三角面，且所有三角

面的合集就是点集V的凸包。 
定义 2  Delaunay边：假设E中的一条边e(两个

端点为a、b)，e若满足下列条件，则称之为Delaunay
边：存在一个圆经过a、b两点，圆内不含点集V中任

何的点，这一特性又称空外接圆特性。 
定义 3  Delaunay三角剖分：如果点集V的一个

三角剖分T只包含Delaunay边，那么该三角剖分称为

Delaunay三角剖分。 
1.2  Delaunay三角剖分算法 

目前常用的算法分为：扫描线法(sweepline)、随

机增量法(randomized incremental algorithm)、分治法

(divide and conquer)等等。由于随机增量法遵循增量

法的一贯思路，即按照随机的顺序依次插入点集中

的点，在整个过程中仅需要维护并更新一个与当前

点集对应的Delaunay三角剖分[11-12]，所以本文选用

随机增量算法。 
考虑插入 iv 点的情况，由于前面插入所有的点

1 2 1, , , iv v v −L 构成的DT 1 2 1( , , , )iv v v −L 已经是Delaunay 
三角剖分，只需要考虑插入点 iv 后引起的变化，并

作 调 整 使 得 DT 1 2 1( , , , )iv v v −L U iv 成 为 新 的

Delaunay三角剖分DT 1 2( , , , )iv v vL 。 
插入调整的具体过程为：首先确定 iv 落在哪个

三角形中(或边上)，然后将 iv 与三角形3个顶点连接

起来构成3个三角形（或与共边的两个三角形的对顶

点连接起来构成4个三角形），由于新生成的边以及

原来的边可能不是或不再是Delaunay边，故进行边

翻转来调整使之都成为Delaunay边，从而得出

DT 1 2( , , , )iv v vL 。 
对于点集 { }1 2, , , , ,i NV v v v v=   ， 1,2, ,i N=  ，

随机增量算法如下： 
(1) 选取一个大三角形 321 vvv −− 包含V； 
(2) 在V中任取一个点 iv ，并将点 iv 从V中删去，

iv 必落入一个三角形中(或边上)； 
(3) 找到所有外接圆包含 iv 的三角形，构成一

个凸包； 
(4) 删去该凸包中的所有边； 
(5) 将 iv 与该凸包所有顶点连接； 
(6) 得到当前的Delaunay三角剖分； 
(7) 如果V Φ≠ ，则转向步骤(2)；否则，结束。 

2  基于Delaunay三角剖分的插值算法 
经典的插值理论表明，误差界的大小依赖于三

角剖分的最小角，“瘦长”形的三角剖分对插值精度

是不利的，而Delaunay三角剖分总是尽可能避免“瘦

长”形的三角形，剖分结果自动向正三角形逼近，

这对于提高插值精度十分有利。 
基于Delaunay三角剖分的插值算法： 
(1) 计算所求高分辨率图像像素点投影到物空

间坐标系； 
(2) 将得到的低分辨率图像像素点投影到物空

间坐标系； 
(3) 在空间坐标系中，按随机增量算法对现有像

素点进行Delaunay三角剖分； 
(4) 获取每一个高分辨率图像像素点所在的三

角形； 
(5) 由高分辨率图像像素点相对其落入的三角

形3顶点的位置，采用线性或三次方插值得到像素值； 
(6) 如果又得到新的低分辨率图像，则转到步骤

(2)；否则，结束。 
该算法便于修正成像结果，可以根据当前的成

像质量判断是否再进行微变焦得到新的低分辨率图

像，用以增加采样点的数量，从而提高图像的分辨

率。由于采用随机增量算法，修正时只需对外接圆

包含新增采样点的三角形进行Delaunay三角剖分，

新增运算量很小。 

3  仿真实验与分析 
取微变焦倍率比为1:1.007 8:1.015 5:1.023 3，用

函数 2 2( , ) sin( ( )) 1f x y k x y= + + 产生128×128像素

大小的欠采样Fresnel圆环图像，分别用频域模型共

轭梯度最小二乘法(CGLS)、Delaunay线性(linear)插
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值和Delaunay三次方(cubic)插值进行重建。 
3.1  计算速度比较 

测试环境：DELL D630 Duo T7250 (2.0 GHz)/  
1 GB; MATLAB 7.3.0，测试结果如表1所示。 

表1给出了不同算法的计算时间，可以看出，一

方面，基于Delaunay三角剖分的插值算法计算效率

极高，在进行程序的时间优化以后有望实现实时应

用。共轭梯度最小二乘法的计算时间与迭代次数呈

正比，其200次迭代的计算速度离实时还很远。另一

方面，重建图像越大则计算时间越长，要实现实时

应用还需在程序优化和硬件升级方面努力。 

表1  不同算法的计算速度比较 

重建图像大小 CGLS(200次迭代)/s Delaunay线性/s Delaunay三次方/s 

256×256 9.2 0.5 0.6 

512×512 55.6 1.1 1.4 

3.2  重建误差比较 
为了考察微变焦法超分辨率成像各种重建算法的

重建误差，仍以Fresnel圆环图像为仿真实验对象，定

义重建高分辨率图像 *f 与对应的用函数产生的高分

辨率图像 f 均方误差 (mean square error, MSE) 为： 
*

2

1MSE f f
MN

= − =  

2

1 1

1 ( ( , ) ( , ))
N M

n m
f m n f m n

MN
∗

− −

−∑∑       (1) 

均方误差越小，表明重建图像 *f 越接近高分辨

率图像 f 。将基于空域模型的共轭梯度最小二乘法

的重建均方误差化成迭代次数的函数，并与基于

Delaunay三角剖分的线性和三次方插值算法进行比

较，如图1所示。 
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图1  重建均方误差比较 

由图1可以看出，频域模型CGLS法的重建均方

误差随迭代次数的增加逐渐减小，且减小速度逐渐

变慢，可以预见，迭代次数足够多时，重建的均方

误差将优于基于Delaunay三角剖分的插值算法，但

将需要更多的重建时间，不利于实时处理；基于

Delaunay三角剖分的三次方插值算法的重建均方误

差优于线性插值算法，而重建时间差别不大，所以

应该是实际应用中的在重建质量和重建时间两方面

的一个最好的折中。 

4  结  论 
为了提高微变焦超分辨成像算法的运算速度和

精确度，克服频域模型和空域模型的局限性，引入

Delaunay三角剖分的数学概念，定义基于Delaunay
三角剖分的插值算法用于超分辨成像的重建过程。

仿真实验中将这种算法与频域模型和空域模型的共

轭梯度最小二乘法进行了比较，发现在重建时间和

误差方面均具有优越性。 
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