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含间隙系统的约束时间最优预测控制 
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【摘要】为了解决含间隙机械系统最优控制的计算复杂度问题，设计了基于分段仿射(PWA)模型的约束时间最优预测控

制器。为了降低在线控制的计算复杂度，利用动态规划方法在模型的状态和参考跟踪速度的范围内提前计算出了离线的控制

律。在跟踪参考速度的实验中，约束时间最优预测控制器具有较好的跟踪控制性能，与约束有限时间最优控制器相比，计算

时间降低了十几倍，因此，适合于小采样时间系统的实时跟踪控制。 
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Abstract  A constrained time-optimal predictive controller based on the piecewise affine (PWA) model is 

designed for solving the computation complexity of optimal control problem for mechanical system with backlash. 
For reducing computation burden of online implementation, the control law is computed offline for the range of 
states and references tracking speed by dynamic programming. In the experiments of tracking the reference speed, 
it is demonstrated that the constrained time-optimal predictive controller has better tracking control performance 
and reduces the computation time about ten times when compared with the constrained finite time optimal 
controller, therefore, the proposed approach and controller are suitable for real-time tracking control for systems 
with small sampling time.  
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间隙指的是两个相邻的可移动部分之间的相互

作用，可以是旋转运动或是线性运动。当系统输入

从加速到制动或从制动到加速时，传输间隙就会引

起很多问题。在较短的时间间隔内，驱动力矩不能

立刻传输到负载端。当系统状态经历间隙时，突然

的接触会导致施加在负载端的转矩发生突变，从而

导致不可预期的碰撞和对机械部件的损伤。而且，

由于间隙的不可微的非线性特性，使得对间隙的补

偿变得非常困难，增加了传动系统控制的复杂度。

如果不消除间隙的影响，除了造成输出误差外，系

统的性能可能会因极限环振荡或冲击而降低，甚至

变得不稳定。因此，对机械系统存在的间隙非线性

进行深入研究，具有重要的理论意义和工程意义。 
许多学者提出了对间隙进行建模与补偿的方

法。文献[1]中提出了利用神经网络进行静态和动态

补偿来提高含间隙非线性系统的跟踪性能。文献[2]
提出了一种模型预测控制和采样卡尔曼滤波相结合

的方法来控制一类含间隙的简化的传输系统。文献

[3]提出了一种二阶滑动模态观测器结合辨识算法控

制含间隙的机电系统。基于神经网络的间隙补偿需

要很大的计算量才能生成电机转矩和轴转矩。传统

的模型预测控制的在线实时控制方法存在计算量大

的问题。 
对于含间隙机械系统，本文将其运行模式分为

“间隙模式”和“接触模式”。其中，间隙模式指的

是两个机械部分没有接触，而接触模式则指两个机

械部分相互接触而且伴随有转矩的传输。两种模式

之间存在的内在切换使得该系统成为一个典型的混

杂系统。所以，混杂系统理论和方法适合于对其进

行建模和最优控制设计[4]。本文分析了间隙发生时
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的混杂特性，建立了PWA模型[5]；最后，基于PWA
模型设计了约束时间最优预测控制器来解决含间隙

mT 机械系统的最优控制问题。由于系统的采样时间

较小，利用混合整数规划求解最优控制变得不可行。

为了克服计算复杂度问题，利用动态规划方法在模

型的状态和参考跟踪速度的范围内提前计算，得到

离线的控制律。在跟踪参考速度的实验中[6]，表明

了约束时间最优预测控制器(CTOPC)有较好的跟踪

控制效果，并且与约束有限时间最优控制器

(CFTOC)[7]相比具有较少的计算时间，适合于小采样

时间系统的实时跟踪控制要求。 

1  含间隙机械系统的混杂建模 
1.1  混杂系统和PWA模型 

混杂系统是指同时包含连续状态和离散状态的

系统，连续状态描述的是连续动态系统，而离散状

态描述的是不同系统动力学之间的逻辑关系。逻辑

关系可以是切换关系[8]、数字电路、软件程序或间

隙。含间隙机械系统的混杂本质使得可以利用混杂

系统理论对其进行精确的建模和控制。本文所建立

的混杂模型是PWA模型的形式： 
{ } { } { }
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式中  0k≥ ； n∈x 为状态向量； m∈u 为控制

向量； { }
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iD = 为 ( , ) n m+⊂x u  空间的有界多面体划

分。约束 { } { } { }
0( ) ( ) ( )i i i

x uP P P+ ≤x u 定义的是状态更

新方程有效且同时满足状态变量与输入变量约束条

件的区域。 
1.2  间隙的混杂PWA模型 

间隙是机械系统中常见的非线性，根据含间隙

机械系统的具体组成情况，必须采用不同的数学模

型进行建模。本文主要针对图1所示的模型分析其间

隙行为，该模型为一个两质量块模型，间隙存在于

轴上，电机 1M 表示驱动部分， mJ 表示电机端的惯

量， lJ 表示负载端的惯量。弹性系数 sk 和阻尼系数

sc 描述具有阻尼的柔性轴。阻尼器 mc 和 lc 均表示粘

滞摩擦。电机 2M 用于描述所产生的干扰转矩。间隙

角是系统中的一个重要参数，记为 2α 。 
质量块之间通过柔性轴或是弹簧连接起来。在

不考虑质量或惯量时，系统的建模可以简化。利用

力矩平衡原理，图2可由下面的微分方程描述： 
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图1  两质量块模型示意图 
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图2  两质量块模型方框图 
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式中  mT 为电机转矩； sT 为轴转矩； lT 为负载转矩。

lT 作为干扰，在标称条件下看作零，轴转矩为： 

s b s m l
s

( ) ( )
0   
k c
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接触模式

间隙模式
  (3) 

式中  m lθ θ θ∆ = − 和 bθ 分别表示轴位移和间隙位

置。间隙角 bθ 可由非线性微分方程表示[9]： 
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式中  α 为半间隙角。从该微分方程中可以得到系

统处于间隙模式的条件。当下面3个条件之一成立

时，系统处于间隙模式： 

bθ α<                   (4a) 

s
b b

s

d ( ) ( ) 0
d

kt
t c

θθ α θ θ∆
= ∧ + ∆ − <      (4b) 

s
b b
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当系统处于正接触状态或负接触状态时，条件 
式(4b)或式(4c)为真。间隙和接触模式在间隙角 bθ 及

微分 bθ 的分布情况如图3所示。图中，接触模式由两

条粗线表示。取状态向量 ( )t =x T
m l m l b[ , , , , ]ω ω θ θ θ ，

可以得到一个PWA状态更新方程为： 
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图3  间隙模式和接触模式分布图：虚线表示接触模式， 

两竖线之间的空白空间表示间隙模式 

本文采用基于离散时间模型的模型预测控制，

所以必须离散化式(5)方程中的连续时间模型，通过

欧拉离散化方法对其进行离散。最后，通过HYSDEL
语言编程结合多参数工具箱(MPT)[10]得到离散时间

PWA模型为： 
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式中  符号“~”表示对应于连续时间矩阵的离散时

间矩阵。 

2  混杂模型预测控制器设计 
2.1  系统扩展与约束条件 

含间隙机械系统的最优参考跟踪问题在增广的

状态和输入空间中扩展为： 

1

k

k k

k

−

 
 =  
  

x
x u

r
                (7) 

1k k k −= −u u u                (8) 

式中  p
k ∈r  表示系统输出 ky 应当跟踪的参考速

度，且 ku 控制器作用的变化(在稳态时对于任何参考

速度而言都等于零)。增广的状态和输入为 5⊂X  ，

并且增广系统的输入集合由 1⊂U  表示。增广系统

的输出 ky 为跟踪误差本身： 
k k k= −y r y                 (9) 

利用式(7)～式(9)实现的增广PWA模型为： 

1k i k i k i+ = + +x A x B u f           (10a) 

k i k=y C x                (10b) 
如果 T T T[ ]k k i  ∈ Dx u     1,2, ,i s=       (10c) 

在下文中，式(10a)～式(10c)可以由下面简短形

式表示： 

1 PWA ( , )k k kf+ =x x u             (11) 

而且，在不失一般性的情况下，假定多面体 iD  
( 1,2, ,i s=  )组合了状态和输入上施加的所有约束，

这些约束或者是物理过程的约束条件，或者是引入

的防止机械部件受到过度磨损和冲击力的软约束： 
x u c

k k+ ≤C x C u C             (12) 

从式 (12)提取出的可行增广状态集表示为

{ | }x c= ≤P x P x P ，并且可以通过下式计算： 
{ | : }x u c= ∃ + ≤P x u C x C u C        (13) 

式中  xC 、 uC 、 cC 、 xP 和 cP 为适当维数的矩阵。

在实验中，实际上可能的间隙角在−5°～5°的范围

内；电机侧的角速度 mω 限制在 m,limω− ～ m,limω 之间，

其中 m,limω 等于50 rad/s；输入信号 ku 限制在−5～5 V
之间；对于 u 的约束与 ku 相同。 
2.2  离线计算 

对于含间隙机械系统的最优控制可采用两种控

制器，即CFTOC和CTOPC。两种控制策略都可以确

保满足变量的约束条件。在CFTOC中，最小化的标

准为预测水平上的状态和输入的范数之和。对于调

节器来说，离线求得的控制律比较简单，但是在参

考跟踪的情况下，由于最终的查找表过于复杂，因

此，不适合参考跟踪的控制。另一方面，对于给定

的状态，CTOPC可以找到使状态在最小时间内进入

状态空间中的预定集合的控制序列。这种预定的集

合通常具有控制不变性。CTOPC包括两部分：找到

不变集和确保集合不变性的控制律；找到不变集外
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的所有状态的控制律，从而使得状态在最小时间内

进入不变集。与CFTOC相比，CTOPC具有比较简单

的控制律。CTOPC的求解包括两个步骤： 
(1) 不变集的计算。 
在跟踪原点 0T 的内部计算控制不变集为[11]： 

PWA{ | : ( , ) }I If= ∃ ∈X Xx u x u       (14) 

式中  跟踪原点 0T 为可行增广状态 P 的集合的预

定义多面体子集。本文中，跟踪原点在围绕超平面

=r y 和 m 0ω = 的相交部分进行定义： 
0

m{ | 1, 0.1}P ω= ∈ < − <T x r y      (15) 

不变集 IX 一般以迭代的方式求解。在迭代步骤

q ( 起 始 于 0q = ) ， 计 算 集 合 0,q
i ⊂ ×H X U ，

1,2, ,i s=  ，使得在满足由多面体 iD 定义的所有约

束条件的同时，增广系统的状态 x 可以在一个时刻

内进入 qT 。 
0, T T T{[ ] | }q q
i i i i i= ∈ + + ∈ H D Tx u A x B u f   (16) 

然后，下一个迭代步骤的目标集合通过下式计算： 

1 0,

1

s
q q q

i
i

+

=

 
= ∩  

 


T T R           (17) 

式中  0,q
iR 表示 0,q

iH 在X 空间的映射，即： 
0, T T T 0,{ | :[ ] }q q
i i= ∈ ∃ ∈ ∈R X U Hx u x u  

(2) 时间最优预测控制律的计算。 
对于所有 0

I∉Xx ，约束时间最优预测控制律的

计算为： 

,

*
0( ) min

k KU
J k=x  

约束条件为： 

PWA 1 1, )

1,2, ,

k k k

k

I
k

f

k k
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∈
 ′ =
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（
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X

x x u
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         (18) 

式中  1 1{ , , , }k k −= U u u u 。最优代价对应于最小数

量的时间步骤，状态 0x 可以在满足所有约束条件的

同时进入不变集。第 z 个代价函数集合记作 zX ，

{1,2, }z ∈  指的是对于所有 x 来说代价 *J 等于 z 的
集合。 
2.3  在线计算 

控制器的在线实现很简单。对于给定的 x ，需

要通过测试 s 个多面体隶属函数来找到当前活跃的

动力学特性的集合： 
( ) { |1 , }ii i s= ∈≤ ≤A Px x           (19) 

式中  iP 表示 iD 在X 空间的映射。然后，针对集合
z

iH ，i ∈A 中的第一个多面体从 0X 向着更高代价函

数集合执行搜索，并给出可行控制律 u 的非空间隔。

最后，控制律 u 设定为找到的间隔的中间值。这样，

在线实现仅需要基本的控制器代码及存储 iP 和 z
iH 。

而且，在线控制算法是非迭代的，仅仅包括基本的

代数运算，即乘、加和比较等，从而，大大降低了

在线计算的复杂度。 

3  实验结果 
控制的目的是基于所建立的含间隙机械系统的

PWA模型，验证在满足系统约束的前提下， CTOPC
跟踪给定参考速度时的控制效果，以及在参考跟踪

控制的情况下，比较CFTOC与CTOPC的计算时间。

实验过程采用的是离散时间的PWA模型，离散采样

时间设为 s 0.04T = 。 
采用CTOPC方法的控制效果如图4所示，从图4

中可以得知，基于PWA模型的CTOPC对于参考速度

具有精确的跟踪效果，同时，能满足状态和输入的

约束条件。表1为改变控制器的参数而得到的6组计

算时间，这些计算时间分别为当状态变量 x 和输入

变量 u 选取不同权重的情况下，所得到的求解控制

律的计算时间。由表1可以看出，对于参考跟踪控制

问题，由于采用了时间最优的控制方法并且在在线

实现之前提前进行了离线控制律计算，采用CTOPC
方法的计算时间明显小于CFTOC的计算时间。 

 
图4  CTOPC得到的状态和输入的轨迹 

表1   CFTOC和CTOPC计算时间的比较 

CFTOC的计算时间/s CTOPC的计算时间/s 

115.5 12.1 
130.3 15.8 
108.5 9.5 
128.6 11.8 
102.9 10.5 
96.5 9.0 
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4  结  论 
在混杂动态系统理论下对含间隙机械系统的控

制问题进行了分析，建立了系统的混杂PWA模型。

并且基于PWA模型，建立了CTOPC实现含间隙机械

系统的参考跟踪，而且同时满足了所有预定的系统

约束条件。在CTOPC中，计算不变集和计算最优控

制律两个步骤确保了使状态在最小时间内进入状态

空间中的预定集合内。在实验中，与CFTOC相比，

对于参考跟踪问题而言，CTOPC具有明显较少的计

算时间。最终的控制律确保了对于任何参考速度跟

踪误差保持在较小的有界集内，并且通过离线计算

得到查找表形式的控制律，从而简化了在线实现，

减少了计算时间。下一步工作是分析基于混杂PWA
模型的模型预测控制的鲁棒性问题。 
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