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【摘要】在混合自动请求重传(HARQ)技术应用中，之前的传输失败是重传的前提，合并后数据包中的噪声已不再是零均

值高斯分布，且与发射信号相关。然而，在目前HARQ及其他类似技术的分析中，普遍假设合并后的噪声仍服从零均值高斯

分布，导致对错误概率估计偏小。该文对重传合并后的条件错误概率进行了精确分析，提出了条件错误概率的近似表达式，

为进一步分析提供了方法，并比较了传统假设条件下的分析结果。在该假设条件下的错误概率估计与真实值的误差随数据包

符号数的增加而减小。重传时信道增益越小，误差越大。 
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Abstract  In hybrid automatic repeat request (HARQ) process, the failure of the first transmission is the 

condition of the retransmission. The distribution of the noise after combining is not zero-mean-Gaussian. 
Unfortunately, the assumption of zero-mean-Gaussian noise is widely used in the analysis of HARQ, as well as 
some similar technologies. Therefore, the estimation of the conditional error probability is smaller than the exact 
one. In this paper, the conditional error probability under non-zero-mean-Gaussian noise is exactly analyzed. An 
approximate expression of the exact conditional error probability is also presented for simplicity of application. The 
difference between the real error probability and estimation based on zero-mean-Gaussian noise assumption is more 
obvious if the number of symbols in a packet is small and the channel of retransmission is worse than that of the 
first transmission.  
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混合自动请求重传 (hybrid automatic repeat 
request，HARQ)技术是自动请求重传和前向纠错编

码的结合，是当前和未来各种无线通信系统[1-2]中重

要的闭环链路自适应技术。在HARQ过程中，若重

传时仍发送与第一次传输相同的信号，接收端合并

多次接收信号后的性能分析，一般都要应用多次传

输的信噪比之和[3-4]。这种分析方法是基于合并后的

噪声仍是与发射信号相独立的零均值高斯分布的假

设的，实际上以之前的传输失败为前提，该假设并

不成立。类似地，在链路级-系统级(link-to-system，

L2S)接口技术中 [5-6]对错误概率的估计也是不准确

的。在其他类似技术如增量中继协议中[7]，中继传

输以直接传输失败为条件，因此基于信噪比叠加形

式的分析[7-8]也是不准确的。文献[9]认为传统方法对

错误概率估计偏小，提出了一种简单的条件误帧率

估计方法，但是估计值偏大。 
本文对重传合并时的条件错误概率进行精确分

析，与传统的噪声零均值高斯分布假设下的估计进

行比较，并给出了条件错误概率的近似闭合表达式。 

1  系统模型 
在HARQ过程中，第i次传输的接收信号为： 

i i iy h x n= +                  (1) 
式中  x表示发射信号，重传时信号不变； ih 表示
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第i次传输时的信道增益，不失一般性，可以假设

0ih > ； in 表示噪声， in ～ 2(0, )N σ 。定义第i次传

输的接收信噪比为 2 2/i ihγ σ= 。以两次传输接收端使

用最大比合并算法为例进行分析说明，重传后接收

端合并接收信号为： 
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式(3)表示合并后的等效噪声。若不考虑重传的

条件是第1次传输失败，则 n′～ 1 2(0,1/( ))N γ γ+ ，这

是传统分析方法中常用的假设，但以第1次传输失败

为条件， n′已不服从零均值高斯分布，且与发射信

号 x已非相互独立。传统的HARQ技术分析几乎都忽

略了这一点。 
定义 2

1 1( , )f h σ 表示在信道增益为 1h 、噪声功率

为 2σ 时，第1次传输失败； 2
2 1 2( , , )f h h σ 表示在第1

次传输时信道增益为 1h ，第2次传输时信道增益为

2h ，噪声功率为 2σ ，将两次的接收信号进行最大比

合并，第2次传输失败。在后面的描述中分别简写为

1f 和 2f ； ( )p ⋅ 表示事件 ( )⋅ 发生的概率。 
目前对HARQ技术的分析一般假设合并后噪声

仍为零均值高斯分布，且与发射信号独立，因此直

接用概率 2( )p f 代替条件概率 2 1( | )p f f 。若重传时信

号不变，则将两次传输的接收信噪比直接叠加作为

等效信噪比。这种分析手段在HARQ技术和L2S接口

技术研究中普遍应用[3-6]。 
然而，在第1次传输发生错误的条件下，合并后

的噪声已非零均值高斯分布，且与发射信号不独立，

第1次传输时噪声 1n 可能很大，x可能恰逢能量较小

容易错判的星座点，因此，实际合并后的解调检测

性能应差于零均值高斯分布假设下的结果。传统分

析方法对合并后错误概率的估计偏小。 
文献[9]中基于 2 1( | ) 0p f f ≈ 的假设，提出使用

2 1( ) / ( )p f p f 近似代替条件概率 2 1( | )p f f ，但是文中

关于该假设的合理性解释存在偷换概念的嫌疑。一

般有如下关系式： 

2 2 1 2 1( ) ( | ) ( ) / ( )p f p f f p f p f≤ ≤       (4) 

在后面对 2 1( | )p f f 进行精确分析时， 2( )p f 和

2 1( ) / ( )p f p f 用于对比。 

2  条件概率分析 
在第1次传输失败的前提条件下，噪声 n′的分布

与发射信号 x和接收端的合并方式相关，因此需结

合发射信号形式与合并算法进行分析。从二进制相

移键控(BPSK)调制和常用的最大比合并算法入手，

分析合并后的条件错误概率。 

2.1  单个符号 
第1次传输发生错误的概率为： 

1 1 1( ) ( / )p f Q h σ=              (5) 

两次传输都发生错误的情况为： 
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对应的概率为： 
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(7) 
作为对比，若假设 1f 和 2f 独立，则两次传输都发生

错误的概率为： 
2 2 2

1 1 2 1 1 1 2( ) ( ) ( / ) ( )/p f p f Q h Q h hσ σ = + 
   (8) 

显然，式(7)的结果大于式(8)。 
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图 1  1 2( , )f f 积分区间比较 

如图1所示，若按照传统分析方法使用式(8)计算

联 合 概 率 ， 则 积 分 区 间 为 直 线 1 /s h σ= 和

2 2
1 2t h h σ= + 围成的右上半开矩形区域。而正确的

联合概率计算应为式( 7)所示，积分区间为直线

1 /s h σ= 和 2 2
1 2 1 2h s h t h hσ σ+ = + 围成的右上半开区

域。从图中可以看出两个区域的从属关系。直线

1 /s h σ= 和 2 2
1 2 1 2h s h t h hσ σ+ = + 将整个二维平面分 
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为4个部分，右上部分区域即对应两次传输都发生错

误的情况。类似可以求出其他3种情况发生的概率，

其中相对的两次传输都正确的概率在后面多个符号

的分析时需要使用： 

1 2 1 1 2 1 2 1 1 1( , ) ( , ) ( ) ( )p f f p f f p f p f= + −      (9) 

2.2  多个符号 
考虑长度为N个符号的未编码数据包，第1次传

输失败的概率为： 

1
1( ) 1 1

N

N
hp f Q
σ

  = − −   
  

         (10) 

两次传输都失败的概率为： 

1 2 1 2 1 2

2 2
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(11) 
固定信道增益为 1 21 1h h= =、 时，3种数据包长度

下的条件错误概率及基于蒙特卡罗仿真(MC)的结

果比较如图2所示。图2中，根据式(5)、(7)、(10)、
(11)计算所得到的条件概率 2 1( | )p f f 与蒙特卡罗仿

真结果基本一致，因此在后面的比较中只给出公式

计算所得 2 1( | )p f f 作为基准。传统分析方法做出的

错误概率估计 1( )p f 比 2 1( | )p f f 小，而文献[9]中提

出的估计方法 2 1( ) / ( )p f p f 则偏大。单个符号时，

2( )p f 远小于 2 1( | )p f f ，在0.1左右差距约有6 dB，
而 2( ) /p f 1( )p f 则大了1 dB以上。随着N的增加，三

者的差距逐渐变小。当信噪比趋近无穷时，不同长

度的错误概率曲线逐渐重合，但三者的极限并不 
一致。 
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图 2  固定信道增益 1 21 1h h= =、 时， 2( )p f 、 2 1( | )p f f 、

2 1( ) / ( )p f p f 与 MC 仿真结果的比较 

3  简化近似表达 
定义式(7)中的第2项为： 
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(12) 
由于其没有闭合表达式，只能使用数值积分的方法

计算，不利于进一步的理论分析和应用，因此有必

要寻找简单的近似表达式代替。文献[10]中给出了两

种Q函数的上界表达式： 

2 21( ) e ( ) e
2π

Q Q
γ γ

γ γ
γ

− −
≤ 、 ≤       (13) 

前者过于松散，与真实值始终存在距离；而后者在 γ
较大时比较准确，较小时则差距较大，因此本文采

用下式作为信噪比较大时Q函数的近似： 

21( ) e
2π

Q
γ

γ
−

≤             (14) 

将式(14)代入式(12)，使用指数函数替换Q函数有： 
2 2
1 2

2
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Q 1 2 2 2
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再反过来用Q函数替换式(15)中指数函数的一

部分： 
2
2

2
2

2 1 12
Q 1 2 2 2

1 2

1( , , ) e
2

hh hI h h Q
h h

σσ
σ

− ≈ ⋅  + 
   (16) 

近似表达式的推导过程中先放大后缩小，在多数情

况下仍表现为上界，且误差很小，后面的数值结果

可以证明这一点。 
将式(16)带入式(7)，并与式(5)计算比值有： 

2
2 2

2 12
2 1 1 2 2

1 2

1( | ) e
2

hh hp f f Q
h hσ

− ≈ +  + 
    (17) 

此外，若直接使用式(11)和式(10)的比值计算条

件误块率(BLER)，由于计算机表示精度的问题，信

噪比较大时不能精确表达。因此，需要化简以适应

计算机的数值表示。利用多项式分解公式： 
1 2 2 1( )( )n n n n n nx y x y x x y xy y− − − −− = − + + + +  (18) 

定义函数： 
1

0

( )
N

i
N

i

g x x
−

=

= ∑             (19) 

条件BLER可以表示为： 
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其中 
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(22) 
相比于直接计算式(11)和式(10)的比值，使用式(20)
能更有效地利用计算机表示精度。以Matlab 6.5为
例，直接计算比值，结果的有效范围大约在 810− 之

前；而使用式(20)进行计算，其有效范围可扩展至
1510− 。当 1γ 较大时，还可以使用式(20)的极限进行

替代： 

1

2
Q 1 2

2 1 2
1

( , , )
lim ( | ) ( / )

( / )N

I h h
p f f Q h

Q hγ

σ
σ

σ→∞
= +    (23) 

从式(23)可以看出，N固定时，条件BLER在 1γ 趋

近无穷时趋近单个符号时的结果。将式(16)带入 
式(20)和式(23)，可以得到进一步的简化表达形式。 

4  数值结果 
图3比较了3种典型信道假设时(重传时信道不

变、重传时信道变差、重传时信道变好)条件BLER
的真实值和近似表达式，文献[9]中给出的方法也在

图中给出了比较。使用近似表达式的结果用

ap 2 1( | )p f f 表示。图3中近似表达式在3种信道假设下

都十分接近真实值，可以方便地应用于HARQ及其

他类似技术的分析。 2 1( ) / ( )p f p f 的估计误差与两次

传输的信道增益的相对大小有关。 1 1h = 、 2
2 10h =

时， 1 2 1 2( , ) ( , )p f f p f f<< ，因此3条曲线重合在一起；
2

1 10h = 、 2 1h = 时， 2 1( ) / ( )p f p f 的估计误差最大。 
图4比较了信道服从瑞利分布，重传时信道不变

和独立两种极端情况下，BLER表达式的统计平均。

重传时若信道不变(图中实心符号标记)，3种表达式

的统计平均几乎没有差别，该结论与图2的结果相

符，三者的绝对差很小。若重传时信道与第1次传输

的信道完全独立，传统分析结果 2[ ( )]E p f 曲线的斜

率远大于其他曲线。此时的 ap 2 1[ ( | )]E p f f 曲线(空心

方形符号标记)几乎与重传信道不变时的曲线(实心

方形符号标记)平行。当重传以第1次传输失败为条

件时，若重传时信道不变，传统分析结论中所谓的 

3 dB增益基本准确。但是，若重传时信道与第1次传

输完全独立，能获得的分集增益比想象中小。 
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    图 3  N = 100，3 种信道下条件 BLER 的比较 
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     图 4  瑞利信道，N=100 重传时信道不变和重传信道 

    独立下条件 BLER 的比较 

5  结  论 
本文指出了传统HARQ分析方法的前提假设错

误，声明合并后的噪声已非零均值高斯分布，且与

发射信号相关，因此前若干次传输错误这个前提是

不能被随意忽略的，尤其在重传时信道发生变化的

情况。本文精确分析了具体发射信号形式下最大比

合并后的条件错误概率，并利用指数函数与Q函数

的互换，给出了条件错误概率的近似表达式，方便

分析应用。 
未来的研究中需要对其他调制方式、其他重传

合并方式进行分析，并将结果推广至存在信道编码

的情况，通过分析条件成对错误概率进而得到条件

BLER的上界表达式。 

(下转第49页) 
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接收机伪距测量误差，并且随着信噪比的增加，伪

距测量误差将进一步降低。因此本方法可以有效地

抑制短时延多径干扰，提高了定位精度。 
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