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【摘要】针对小样本条件下用矩估计(ME)方法获取ARMA模型参数粗略的缺点，将粒子群优化算法(PSO)用于小样本

ARMA模型参数的极大似然估计(MLE)，以获得概率上最优的数字解。在分析基于ARMA模型似然函数的基础上，详细分析

了PSO的思想、方法和评价指标。以实际例证显示了联合PSO优化方法估计AMAR模型参数的优良特性，并从算法和似然函数

角度分别阐释了形成利弊的原因。 
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Abstract  On the condition of small samples, it is difficult to achieve ARMA model parameters by only 

using moment estimation (ME). In this paper, a particle swarm optimization (PSO) algorithm is used to obtain 
optimal numeric solutions of small sample ARMA model in the sense of maximum likelihood estimation (MIE). 
The principle and evaluation index of PSO are discussed in detail, which is based on analyzing likelihood function 
of ARMA model. Actual example shows that the joint PSO optimization method used for estimating AMAR model 
parameters has better characteristics in comparison with other methods. At the same time, some advantages and 
disadvantages are expatiated and analyzed from perspectives of algorithm and likelihood function. 
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ARMA模型参数的矩估计可以通过联合解

Yule-Walker方程[1]和Newton-Raphsond迭代[2]快速求

得相应的参数。但是该方法存在明显的弊端，因为

它仅用到了 p q+ 个样本的自相关系数，而失效数据

的其他有用信息被忽略。对于小子样失效数据而言，

这种估计的精度常常很差。 
将智能优化算法用于ARMA模型的研究[3-6]是

一个有潜力的方向。本文的主要目的是用粒子群优

化(PSO)算法[7]计算基于极大似然估计方法(MLE)的
ARMA模型参数的数值解，其原因在于：(1) 从估计

层面上考虑，MLE有效利用了每个观察值所提供的

信息，它以发生的事件作为最可能出现的事件为出

发点，求其最大概率而得到参数的估计值。(2) 从求

解角度考虑，ARMA模型下的似然方程是复杂的超

越方程组，无法用常规的代数方法求得解析解。而

传统数值方法(牛顿法、信赖域算法[8]、梯度法等)

常使用目标函数的导数信息，容易陷入局部最优。

PSO算法的显著优势在于它不依赖于目标函数的解

析性质，是在似然方程的基础上确定适应度函数，

进而以并行方式搜索全局和局部极值求其数字解。

而与此同时，基于矩估计的模型参数正好方向性地

提供了粒子群优化的初始解。 

1  ARMA(p,q)模型参数的极大似然 
方程 
在极大似然准则下，小样本数据序列的对数似

然函数为： 
2
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方差。分别对式(1)的未知参数 2
εσ 和 β 求偏导数，有： 
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分别令式(2)中的各式为零，并化简为： 
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由于Ω决定着 ( )S β 的值，所以求解式(3)的关键在于

寻找Ω和 β 的关系。事实上，Ω由 β 唯一确定： 
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式中  iG 称为 ARMA( , )p q 模型的格林函数[9]，由

p q+ 个模型参数通过递推方式得到。式 (3)是
1p q+ + 个超越方程，设其对应的解和目标函数分

别 为 2
1 2 1 2[ , , , , , , , , ]p qa a a b b b εσ=  X 和 ( )iF X ，

1,2, , 1i p q= + + 。为了使函数 ( ) 0iF =X ，总是让

数值寻优的 ( )iF X 最小，故PSO优化采用的适应度

函数可考虑为： 
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式中  0X 是优化的初始值，用矩估计方法得出；δ
是搜索的半径。 

2  PSO优化算法 
2.1  基本思想 

在 nR 空间中，一个群体含有 N 个粒子，而每个

粒子的位置 T
1 2[ , , , ]i i i inx x x= X ( 1,2, ,i N=  )是寻

优的可能解。PSO最关键的操作在于：每次迭代寻

优过程中的所有粒子要通过跟踪两个“极值”更新

自己。第一个“极值”是粒子本身目前所找到的最

优解(局部极值pBest)；另一个“极值”是整个种群

目前找到的最优解(全局极值gBest)。这两类极值构

成粒子向下一代位置飞行的必要条件。粒子在计算

其当前适应度的过程中，不断地更新自己的位置，

最终逼近全局最优解。 
2.2  粒子群的更新 

设第 k 代粒子的位置为 ( ) ( ) ( )
1 2[ , , ,k k k

i i ix x= X  

( ) T]k
inx ( 1,2, ,i N=  ) ， 各 粒 子 的 速 度 为
( ) ( ) ( ) ( ) T

1 2[ , , , ]k k k k
i i i inv v v= V ，各粒子的局部最优位置为
( ) ( ) ( ) ( ) T

1 2[ , , , ]k k k k
i i i inp p p= P ，各粒子的全局最优位置为
( ) ( ) ( ) ( ) T

1 2[ , , , ]k k k k
g g g gnp p p= P 。需要强调的是， ( )k

gP 是群

体中每个粒子的全局最优位置，因而对于群体本身

而言，每个粒子都是相同的。从第 k 代粒子到 1k + 代

粒子的更新速度为[10]： 
( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 2( ) ( )k k k k k k k
i i i i i i g ic r c rω+ = + − + −V V P X P X  

  1,2, ,i N=                (6) 
式中  1c 和 2c 为学习因子； 1ir 和 2ir 为 [0,1]上均匀分

布的随机数；ω 为惯性权重系数。ω 的重要性在于：

用粒子的当前速度控制下代粒子的速度，当ω 较大

时，粒子全局搜索能力强；当ω 较小时，粒子局部

搜索能力强。为了快速搜索全局最优值，ω 常设置

为随迭代次数增加而减小的函数[11]： 
( )

max max min max( ) /k k kω ω ω ω= − −         (7) 

第 k 代粒子到 1k + 代粒子的位置更新为[12]： 
( 1) ( ) ( 1)k k k
i i iα+ += +X X V             (8) 

式中  α 是对更新速度进行加权的速度约束因子。 
2.3  衡量粒子群搜索更新的两个指标 

式(6)是粒子群更新的核心步骤。它蕴涵着群体

向下一代“飞翔”的原因和方式，其作用是从全局

的角度控制粒子搜索的“度”。第一项直接源于粒子

本身的速度，是一种维持当前速度的记忆行为；第

二项是粒子自身“认知”对下一步速度的影响，它

用粒子当前位置和自己最好位置的距离“修正”继

承的速度；第三项用粒子对其他粒子经验的“社会”

认知控制粒子飞向下一步的速度，它用粒子当前位

置与群体最佳位置的距离衡量影响的大小。速度的

动态更新反映了粒子搜索的自适应调整过程。为了

衡量这种动态行为对粒子收敛的影响，常常考虑离

差指标和速度指标[13]： 
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式(9)是考察所有粒子如何围绕最佳粒子运动的

指标，该指标解释了粒子群搜索的覆盖区域。式(10)
度量了粒子群在一定的迭代范围内移动快慢的程

度。显然，上述两个指标随迭代次数增加而同步(几
乎同步)减小时，则群体将很快收敛。联合优化

ARMA模型参数的程序框图如图1所示。 
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图1  联合优化程序框图 

3  实例分析 
3.1  轴承失效数据的ARIMA(1,2,1)模型参数 

表1  轴承失效数据的ARIMA(1,2,1)模型参数 

 初始值 1 2 3 SAS分析 

a1 −0.601 4 −0.903 7 −0.903 7 −0.903 7 −0.910 7 
b1 −0.116 2 −0.016 2 −0.016 2 −0.016 2 −0.016 6 
σ2 126.680 0 76.399 0 76.390 0 76.356 0 83.747 0 
F 536.680 0 0.0563 3 0.0563 5 0.0563 9 76.138 0 

时间/s 0.598 30 48.269 9 46.373 2 70.966 5 0.212 4 

 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 

−0.9 
−0.8 
−0.7 
−0.6 
−0.5 
−0.4 
−0.3 
−0.2 

−1.0 
迭代步数 

参
数
值

 

 
   图2  AR参数a1的PSO优化过程 

根据ARMA模型建立的条件和方法，考虑轴承

失效数据[14]的ARIMA(1,2,1)模型。本质上，估计参

数是 1a 、 1b 和 2
εσ 。以初始矩估计值为中心，考虑搜

索半径为 [0.4 0.1 55]δ = ，则PSO优化的结果如表

1所示。图2～图5分别表示了第3次实验中3个参数的

迭代过程及收敛指标。 

 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 −0.25 

−0.20 

−0.15 

−0.10 

−0.05 

0 

迭代步数 
参
数
值

 
 

图3  MA参数b1的PSO优化过程 
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图4  误差方差σ2的PSO优化过程 
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   图5  两个指标的PSO收敛过程 

3.2  参数估计分析 
首先，从适应度角度考察，联合PSO方法具有

较高的搜索精度。究其原因：矩估计由于数据信息

利用率低导致了估计精度最差。基于SAS(statistical 
analysis system)软件的MLE估计精度虽然高于前者，
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但又低于联合PSO方法。SAS软件的设置方式使其在

本文实验中遇到鞍点而停止迭代，很明显，SAS分
析是一个局部极值点。而联合PSO方法在解空间中

以全局和局部并行的方式搜索，这种寻优是一种从

全局强搜索逐渐过度到局部强搜索的此消彼长过

程。基于这种先粗化后细化的特点，联合PSO方法

在搜索空间中较为精确地得到了参数的数字解。 
其次，联合PSO方法的搜索过程具有较强的稳

健性，在一定的范围内，实验所得到的结果较为平

稳，不因为重复计算而出现较大的差异。一方面，

矩估计方法奠定了PSO搜索的初始位置，而这个初

始位置方向性地给出了PSO的入口，这在较大程度

上避免了PSO初始值选择的盲目性；另一方面，联

合优化方法的核心是PSO，只要给定模型的似然方

程，则具有全局和局部优化功能的PSO方法在给定

范围内能够搜索到最优解。 
然而，在本文实验中，联合PSO搜索的准确性

和稳健性是以长时间开销为代价的。事实上，本文

实验是多维搜索，增加了搜索空间的自由度；另一

方面，适应度函数太过复杂，尽管 Ω和 ( )S β 是AR
和MA参数的函数，但它们不是显式表达式，必须通

过格林函数来间接反映，因而似然函数参数的导数

表述是用定义来反映的。此外，由于样本数据较少，

式(3)保留了第二个方程的第一项(该方程的第一项

在大样本条件下可以忽略)。基于上述原因，联合PSO
方法用较长时间搜索到参数的数字解。如图2～图5
所示，参数和指标的收敛消耗了较多的迭代步数。 

4  结 束 语 
本文分析了用PSO优化算法对ARMA模型参数

进行极大似然估计的原因。在详细分析PSO方法的

基础上，形成了基于矩估计和PSO的联合优化策略。

实际例证表明，基于联合PSO参数估计方法较为合

理准确。更为重要的是，传统MLE方法对似然函数

作了省略的近似处理，而联合PSO方法则完全保留

了似然函数的表述，使得小子样ARMA模型的参数

估计更接近真实。 
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