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以{2n−1,2n,2n+1}为基的余数系统2n高性能缩放 
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【摘要】数值缩放(scaling)的高效VLSI实现是基于余数系统(RNS)的DSP系统的关键问题之一。该文提出了有符号余数系

统数值缩放通用算法，并结合基为{2n−1,2n,2n+1}的余数系统特性提出了其优化的2n缩放算法和VLSI实现结构，明确给出了在

进行有符号RNS整数缩放时负数情况下所引入的修正常量计算方法。分析表明该方法较级联n个1 bit缩放模块实现余数系统2n

缩放具有更好的速度、面积和功耗特性，从而易于实现基于RNS的DSP系统。 
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Abstract  The high efficient very large scale integration (VSLI) implementation of scaling operation for 

residue number system (RNS) plays an important role in RNS-based digital signal processing (DSP) systems. In 
this paper, the general algorithm for scaling a positive number in RNS is presented firstly. With the properties of 
moduli set {2n−1, 2n, 2n+1} and based on the proposed scaling algorithm, an efficient 2n scaling scheme for this 
moduli set is proposed. Furthermore, the correction factor for negative numbers scaling is also presented. The 
analysis result shows that the proposed scaler has higher area and power consumption performances compared with 
the cascaded scaling scheme. The scaler can be used in the design of RNS-based DSP systems.  
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技术的进步和需求的增长使现代信息处理系统

的处理能力日益提高，过去几十年来这种高性能的

获得主要来自于集成电路工艺的发展，而VLSI芯片

集成度和运行速率的增加却使得其面积和功耗急剧

上升。研究表明大规模的并行处理技术将取代传统

的串行处理方式，以满足低功耗、高性能的要求[1]。

并行计算有两个研究领域：(1) 增加处理单元个数并

辅以相关调度机制获得性能的提升，但并未改善单

个处理单元的能力、速度和功耗；(2) 利用并行数值

表征系统从算法前端优化单个计算模块的速度、功

耗和面积特性。结合这两种并行系统处理技术的优

点可为设计具有高性能、低功耗特性的新型信息处

理系统提供有效的技术手段。余数系统(RNS)是一种

并行数值表征系统，在该系统中，传统多位数(bit)
的复杂运算被分解为多个并行的较少位数的简单运

算，其乘、加运算时各通道完全独立，具有良好的

并行特性，从而减小了芯片关键路径时延，降低了

功耗和面积，因此特别适用于构建乘、加密集型的

现代数字信号处理系统(DSP)。如一个采用RNS数值

表征方法的16抽头FIR(finite impulse response)数字

滤波器，在字长为48 bit和64 bit时“面积×时延×功
耗”特性较传统二进制系统几乎提高了7倍[2]。然而，

由于RNS的非权重特性，某些在二进制系统中可轻

易实现的问题在余数系统中则比较困难，如大小比

较、数值缩放(常数除法)、除法运算等。 
在FIR、IIR(infinite impulse response)和FFT(fast 

fourier transform)这类DSP运算中，大量的乘、加运

算将导致动态范围急剧增加，需要采取一定措施使

得在有限动态范围情况下避免运算溢出。余数系统

的数值缩放与二进制系统的“截位”操作类似，高

效的VLSI实现是其应用于DSP系统的基本问题之

一。过去几十年，学者们针对余数系统数值缩放问

题做了广泛而深入的研究。按照缩放因子类型，RNS
缩放算法可分为3类[3]：(1) 用某个余数基分量或几
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个分量的乘积作为缩放因子[4-10]；(2) 用动态范围内

的任意整数作为缩放因子[11]；(3) 用2的幂次方缩 
放[12-13]。文献[4]提出了一种以基于LUT的缩放因子

为余数基分量或其乘积的缩放算法，并利用MRC 
(mixed radix conversion)获取对应分量缩放后的值。

文献 [5-7]则利用中国剩余定理和冗余基结合

LUT(look-up table)实现了类似的缩放操作，并对

LUT的数量或访问时间做了优化。文献[8]对查找表

的实现方法做了进一步优化，使得在余数基较小的

情况下可以在两个查找表周期内实现。这些方法虽

然可用于任何形式的余数基，但未针对具体余数基

进行优化，因此实际应用中还有待改进。2的幂次方

缩放类似二进制系统中的截位操作，可使余数系统

数据通路在数值上和二进制系统保持一致，使普通

二进制系统中的DSP实现方法可方便地移植到余数

系统中。文献[12]则利用LUT实现RNS整数的符号判

断和奇偶检测。文献[13]采用了类似于文献[12]的结

构，不同之处在于使用了冗余基实现符号判断和奇

偶检测。文献[12]和[13]都提及了实现2的幂次方缩

放时可采用级联方式实现，但该方法的弊端是进行

多比特缩放时，级联结构会带来很大的信号延迟，

且需要更多的VSLI实现面积和功耗，使得缩放效率

降低，同时每级的误差修正电路将消耗大量逻辑[13]。

到目前为止还没有文献针对基为{2 1,2 ,2 1}n n n− + 这

种最常见形式的余数系统缩放问题进行讨论，而针

对该余数基的后向转换、符号检测等问题都有较多

文献研究[14-15]。 
本文在分析余数系统基本缩放算法的基础上，

提出了基为 {2 1,2 ,2 1}n n n− + 的有符号余数系统 2n

缩放算法及其VLSI实现结构。在缩放算法设计中，

充分结合了该余数基特点，使得VLSI实现结构中无

乘法操作，所有加法器均限制在 n 比特内且具有最

简单的实现形式。此外，本文还提出了在有符号数

表示情况下进行负数缩放时所引入的修正常量计算

方法。 

1  余数系统定义 
通常，一个余数系统由一组互质的余数基 1{ ,p  

2 , , }Np p 定义( 1N > ，GCD( , ) 1i jp p = ，i j≠ ，,i j =  

1,2, , N )， [0, )P 内整数 X 可由它对该余数基的余

数 向 量 1 2{ , , , }Nx x x 独 一 无 二 地 表 示 ， 其 中

mod
ii i p

x X p X= = ， 1,2, ,i N=  ， 1 2 NP p p p=  。

令 [0, )P 范围内的整数 a 、 b 、 c 的RNS分别表示为

1 2{ , , , }Na a a 、 1 2{ , , , }Nb b b 和 1 2{ , , , }Nc c c ，根据

高 斯 模 运 算 准 则 ， 若 ( ) modi i i ic a b p= ∆ ， 则

P
C A B= ∆ ，其中“∆ ”表示加、减及乘法运算。 

RNS整数 1 2{ , , , }Nx x x 与其对应的十进制整数

X 可由著名的中国剩余定理计算得到： 

1
i

N

i i i p
i P

X P a x
=

= ∑            (1) 

式中  /i iP P p= ， 1

i
i i p

a P−= ， 1

i
i p

P− 为 iP 模 ip 的

倒数，满足 1
i

i i p
a P× = 。CRT是RNS中的基本理论

之一，是解决RNS中大小比较、数值缩放、R/B转换

等一系列问题的理论基础。 

2  缩放算法 
余数基的形式在很大程度上决定了电路复杂

度，基为{2 1,2 ,2 1}n n n− + 的余数系统是一种最常见

且研究最多的余数基，该余数基具有以下特点：(1) 
目前的VLSI实现绝大部分基于二进制系统，而对基

于二进制系统的模 2 1n − 、模 2 1n + 和模 2n 的乘、加

实现非常简单；(2) 余数基{2 1,2 ,2 1}n n n− + 的3个通

道的位宽几乎相同，保证了各通道复杂度的平衡性；

(3) 在实现该余数系统同二进制系统之间转换时无

乘法操作，可大大减小实现复杂度[14-16]。因此，基

为 {2 1,2 ,2 1}n n n− + 的余数系统在构建基于RNS的
DSP系统时具有重要意义。本文将结合该余数基的

特点，给出其 2n 缩放算法及实现方法。 
2.1  无符号正整数缩放 

数值缩放即为常数除法，其中，常数被称为缩

放因子，常数的选取是决定缩放复杂度的重要因素

之一。若缩放因子为 K ，则缩放结果为： 

K
X XXY

K K
− = =  

           (2) 

式中  ⋅   表示“ ⋅ ”的整数部分。若 X 为无符号数，

对式(2)做模运算即可得到RNS内的缩放结果： 
1

1  

i i i i

i i i

i p K p p p

i K p p p

y Y X X K

x X K

−

−

= = − =

−
    

(3)
 

式中  1

ip
K − 存在的条件是GCD( , ) 1iK p = 。式(3)

的关键在于求
K

X ，若
1

s

i
i

K p
=

= ∏ ，则较容易获取

K
X 的值；如当 1K p= 时，

K
X 显而易见，为 1x ；

但当
1

s

i
i

K p
=

= ∏ 时，GCD( , ) 1iK p ≠ (1 i s≤ ≤ )，因此

必须采用其他算法获取 iy (1 i s≤ ≤ )。 
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令 1 2 3{ , , } {2 ,2 1,2 1}n n np p p = + − ， 缩 放 因 子

2nK = ，整数 X 的 RNS 表示为 1 2 3{ , , }x x x 。则

1

2 1
(2 ) 2n

n n−

+
= ， 1

2 1
(2 ) 1n

n −

−
= ，由式(3)得： 

2 2 1 1 2 2 12 1
( ) 2 nn

ny x x x x
++

= − × = −      (4) 

3 3 1 3 12 1 2 1
( ) 1 n ny x x x x

− −
= − × = −       (5) 

由于不存在任何整数 a使得
2

2 1n

n a = 成立，即

1

2
(2 ) n

n − 不存在，因此式(3)不能用于计算 1y 。由前

所述，0 X P<≤ ，则经 2n 缩放后 10 2 nX x −− <≤( )  

1( )2 nP x −− ，即 1 2 3 10 ( )2 2n nY P x p p x− −< − = −≤ ，

而 1min{ } 0x = ，所以 2 3max{ } 1Y p p= − 。以上分析

表明 Y 的动态范围在 2 3[0, )p p 内，因此可用基为

2 3{ , }p p 的余数系统独一无二地表示，而对应的RNS
整数经式(4)和式(5)的运算结果为 2 3{ , }y y ，此时可视

1p 为冗余基，由已知量 2 3{ , }y y 获得 1y 的值。 

在文献[16]中，由CRT和混合基转换详细推导得

到了减小模运算的RNS到二进制系统转换算法，即

若余数基为 2 3{ , }p p ，二进制整数 Y 的RNS表示为

2 3{ , }y y ，则： 

3
2 3 2 2( )

p
Y y a y y p= + −           (6) 

式中  
3

1
2 p

a p −= 。当 2 3{ , } {2 1,2 1}n np p = + − 时，

3

1 1
2 2n

p
p − −= ，由式(6)可得缩放后： 

1
2 3 2 2 1

2 ( ) (2 1)n

n nY y y y−

−
= + − +      (7) 

则： 
1

1 2 3 2 2 1 2

1
2 3 2 2 1 2

2 ( ) (2 1)

  2 ( )

n n

n n

n n

n

y y y y

y y y

−

−

−

−

= + − + =

+ −
   

(8)
 

文献[16]给出了形如
2 1

2 n

n i a−

−
模乘法的简便运

算方法，即若 0 2 1na −≤ ≤ ，其二进制表示为

1 2 1 0n n i ia a a a a− − −  ，则
2

2 n

n i a− ( 1,2, , 1i n= − )的

结果为 1 0 1i n ia a a a− −  ，即循环右移 i 比特。因此，

式(8)仅由一个模 2 1n − 加法器和一个 n 比特普通二

进制加法器即可完成。 

2.2  有符号数缩放修正常量计算 
以上分析仅考虑了无符号RNS整数的缩放算

法，余数系统有符号数定义同二进制补码系统类似， 
即用 [0, )P 范围内的整数 X 表示有符号数 �X 。当

/ 2X P< 时 �X 为正， / 2X P≥ 时 �X 为负， �X 的相

反 数 �X P X− = − 。 若 �X 的 余 数 系 统 表 示 为

1 2{ , , }Nx x x ， 则 �X− 的 余 数 系 统 表 示 为

1 2{ , , }Nx x x   ， �
i i ix p x= − 。当 �X 为负数时， �X 的

绝对值为 P X− ，首先应对其绝对值进行缩放，利

用式(2)可得 �X 的绝对值缩放结果为： 
� �( ) /

( ) /

( ) /

K

K

K K

Y X X K

P X P X K

P X P X K

′ = − =

− − − =

− − +

        

(9)

 

然后，将其取反映射到RNS所表示的负数范围内，

考虑到 1K p= ， 1 2 3P p p p= ，则： 

1

1
2 3

(( 1) )

( 1) ( )
K K

K

Y Y P Y
K P X P X K

K p p X X K

−

−

′ ′= − = − =

− + + − =

− + −

      

(10)

 

令 2 3( 1)t K p p= − ， 1( )
K

d X X K −= − ，由式(2) 

可知 d 即为正数情况下的缩放结果。而负数情况下

则需要加上修正常量 t ，因此将式(4)、式(5)和式(8)
的计算结果加上该修正常量即可得到负数情况下的

缩放结果，即： 

iii i
i i i ppp p

y y t y t′ = + = +       (11) 

由 于 2 3( 1)t K p p= − ， 1K p= ， 所 以
1p

t =  

1
2 3 2

(2 1)(2 1) 1n

n n
p

p p− = − + − = ，
2

0
p

t = ，

3
0

p
t = ，此时 2n 通道缩放结果为： 

1
1 2 3 2 2 1 2

2 ( ) 1n n

ny y y y−

−
= + − +       (12) 

由以上分析可见，对基为{2 ,2 1,2 1}n n n+ − 的有

符号余数系统进行 2n 缩放时，在负数情况下，只有

第一个通道需要在正数缩放结果中加上常量1，最后

的实现框图如图1所示，其中符号检测模块检测RNS
整数 1 2 3{ , , }x x x 的符号特性，以决定 1p 通道是否需要

加上修正常量。 
 M

U
X 1 2 2 1nx x

+
−  

2x  

3x  
3y

 

符号检测 3 1 2 1nx x
−

−  
2 1n −

−  

2y

 

3y

 

2n+

 

2
1 n+

 
1x

 
ix

 

1y  

2y  

 
图1  基为{2n−1,2n,2n+1}的余数系统2n缩放框图 

符号检测是实现基于RNS的DSP系统的又一重 要单元，是有关RNS的重要研究内容[17]。如前所述，
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按照RNS有符号数的定义，当 / 2X P< 时 �X 为正，

/ 2X P≥ 时 �X 为负，因此符号检测实际上就是判断

RNS整数 X 所处的范围。RNS的符号检测在一定程

度上需要借助R/B转换获得一定的权重信息，常用的

方法有CRT、MRC及其它们的变型，或将权重信息

引入到RNS中。文献[15]则基于CRT-II提出了一种专

门针对基为{2 1,2 ,2 1}n n n− + 的余数系统的实现方法。 

3  性能分析 
由图1可知RNS缩放算法在实现时仅需一个模

2 1n + 加法器、两个模 2 1n − 加法器、两个 n 比特普

通二进制加法器、一个选择器及一个符号检测模块，

其中模 2 1n + 加法器和模 2 1n − 加法器是目前基于二

进制最简单的模加法器。式(8)和式(12)中的乘法运

算可通过简单的循环移位操作代替，不需要消耗任

何逻辑。由于有符号RNS整数缩放时均需要进行符

号判断，有专门文献讨论其优化实现方法，本文仅

针对该缩放模块的主体部分进行性能分析。 
实现一个1 bit二进制全加器需要两个二输入异

或门 (XOR)、两个二输入与门 (AND)和一个或门

(OR)。为便于分析，所有模加法器都按照最简单的

行波进位实现方式构建，则一个模 2n 加法器需要

2 1n − 个XOR、 2 3n − 个AND和 1n − 个OR。在实现

模 2 1n − 加法器时，可将 n比特加法器的进位输出反

馈到最低的进位输入(即端回进位)获得模运算结果，

则需要 2n 个XOR、 2n 个AND和 n 个OR。对于模

2 1n + 加法器实现时，仍可利用端回进位加法器实

现，但需将端回进位加法器的结果减1获得最后的模

运算结果，此时需要3 2n − 个XOR、3 2n − 个AND、

2 2n − 个OR和 n 个NOT(非门)。采用行波进位方式

构建模加法器时，一个模 2n 加法器的关键路径延时

为 2n − 个AND和 1n − 个OR延时；一个模 2 1n − 加法

器关键路径延时为 n个AND和 n个OR延时。由于采

用了并行结构，模 2 1n + 加法器中的减1操作可通过

端回进位加法器同时进行，因此其关键路径延时同

模 2 1n − 加 法 器 大 致 相 同 。 可 见 对 于 基 为

{2 1,2 ,2 1}n n n− + 的余数系统，各通道运行速度具有

很好的平衡性，对于图1所示全并行实现结构，整个

系统关键路径延时约为4个模加法器延时和一个二

选一选择器延时之和。 
按照各种门电路的VLSI实现复杂度，通常认为

一个非门(NOT)的面积为一个单位面积(记为 gA )，延
时为一个单位延时(记为 g∆ )，则一个XOR的面积和

延时分别为 g3A 和 g2∆ ，一个OR的面积和延时分别

为 g2A 和 g2∆ ，一个AND的面积和延时分别为 g2A 和

g2∆ [18]，一个 n比特宽度的二选一选择器的面积和延

时分别为 g7nA 和 g4∆ 。根据以上分析，缩放模块需

要的面积和关键路径延时分别约为 g(51 25)n A− 和

g(40 16)n ∆− 。对于 2n 缩放，文献[12]和文献[13]介
绍了余数基分量均为奇数情况下的实现方法，均采

用了级联结构实现，每次进行除2操作。由于 1p 通

道为 2n ，不为奇数，因此实现基为{2 ,2 1,2 1}n n n+ −
的余数系统 2n 缩放时，文献[12]和文献[13]的算法需

要适当改进，借助串行处理思想和本文的算法，在

实现相同位宽缩放时，串行处理方式每次进行除2
操作时同本文的算法复杂度相当，仅符号检测模块

不需要重复进行，因此其面积和延时大约是本文方

法的 n倍。 

4  结  论 
本文提出了有符号RNS整数的通用数值缩放算

法，并结合具体余数基{2 1,2 ,2 1}n n n− + 提出了其 2n

缩放实现结构，明确给出了对负整数进行缩放时修

正常量的计算方法。该缩放算法实现时仅需一个模

2 1n + 加法器、两个模 2 1n − 加法器、两个模 2n 加法

器、一个选择器及一个符号检测模块。分析结果表

明，本文所提出的缩放算法较串行逐比特方式提高

了VLSI实现时的面积、延时和功耗性能。 
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