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新颖的余数系统到二进制系统转换方法 
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【摘要】传统的余数系统(RNS)到二进制系统(R/B)转换电路中的大位宽操作削弱了RNS的并行特性。针对这一问题，提

出了基于数值缩放(Scaling)的R/B转换算法和余数系统2k缩放并行实现的方法。同常见余数基R/B转换算法的比较分析结果表
明，所提出的算法使R/B转换中的最大运算位宽限制在最大余数基位宽内，从而消除了R/B转换中可能带来的系统并行度损失；
此外，该转换算法可实现有符号RNS到二进制补码系统(TCS)的转换，且不限于具体余数基形式，具有一定的通用性。 
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Abstract  The operations with large bit-width in residue to binary (R/B) conversion impairs the parallelism 

degree of residue number system (RNS). In this paper an scaling based R/B conversion algorithm and an RNS 
power of two scaling method are proposed. The analysis results show that the operation bit-width in the proposed 
R/B conversion is smaller than the maximum bit-width of radix in moduli set. Furthermore, the conversion results 
can be mapped into Tow’s complement system (TCS) directly with arbitrary moduli set. As a result, the proposed 
R/B conversion algorithm can reduce the critical path in very large scale Integration (VLSI) circuits and improve 
the performance of VLSI. 

Key words  digital arithmetic;  R/B conversion;  RNS;  scaling;  VLSI circuits 
 

收稿日期： 2009 − 01 − 07;  修回日期：2009 − 06 − 19 
基金项目：国家自然科学基金(60873076) 
作者简介：马  上(1978 − )，男，博士，主要从事VLSI设计和无线通信方面的研究. 

余数系统在进行乘法、加法运算时具有良好的

并行特性，各余数通道运算之间无进位或借位产生，

缩短了其VLSI实现的关键路径长度，从而提高了运

行速率，并具有低功耗优势，特别适合应用于乘加

密集型的DSP(digital signal processing)系统中[1-2]。通

常，余数系统与权重系统间的转换指余数系统同二

进制、十进制或其他权重系统之间的转换。由于目

前绝大多数的VLSI实现均基于二进制系统，因此余

数系统的转换电路一般指余数系统与二进制系统之

间的转换，包括二进制系统到余数系统(B/R)转换和

余数系统到二进制系统(R/B)转换。B/R转换即为模

运算，而R/B转换则相对复杂，是有关RNS检测、基

扩展等问题的基础，得到了广泛研究，本文主要探

讨R/B问题[3]。 
中国剩余定理(Chinese remainder theorem, CRT)

和混合基转换(mixed radix conversion, MRC)是R/B
转换研究的理论基础，结合具体余数基进行优化设

计是其主要的研究方法。由于在基于二进制逻辑的

VLSI实现中， 2n 和 2 1n ± 形式的余数基所构成的余

数系统其模乘法和模加法具有简单高效的实现方

法，因此该类余数基的转换电路得到了深入研究。

如文献[4-8]就分别给出了由 2n 和 2 1n ± 形式所构成

的3通道及3通道以上余数基的R/B转换电路及实现

方法。这些实现方法主要关注如何减小CRT的模运

算大小或MRC的迭代复杂度，但R/B转换中的运算

位宽仍随着动态范围的增加而增加，且不同余数基

的转换电路差异很大，通用性较差。 
另一方面，二进制补码系统的动态范围为 2n ，

而在构建余数系统时，很难满足其动态范围具有 2n

或 2 1n − 的形式。因此，为了将RNS的数值表示范围

同DSP运算中常用的二进制补码系统数值表示范围

对应，通常需要对R/B转换得到的数值进行调整，使

之在TCS的正确表示范围内，当动态范围较大时将

涉及大位宽的加法操作，而这一点在一般的R/B转换

电路设计中较少考虑。 
以上问题都在一定程度上削弱了RNS的并行特
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性，可能重新成为系统处理速度瓶颈。为此，本文

提出了基于余数系统 2k 数值缩放(scaling)的R/B转

换算法及VLSI实现结构。该方法利用RNS数值缩放

逐步转换出对应的二进制比特，借助适当的流水线

结构将逐次转换出的二进制比特直接由低至高排列

即可得到整个二进制信息。本文并基于此给出了在

有符号表示情况下余数系统到二进制补码系统的转

换方法，而不是对R/B转换的结果进行调整得到。另

外，本文还给出了一种余数系统 2k 并行缩放实现方

法。由于最大运算位宽是决定RNS并行度的主要因

素，因此本文最后主要从这一角度给出了同常见余

数基R/B转换的性能比较，结果表明本文所提出的算

法在R/B转换中的最大运算位宽被限制在最大余数

基位宽内，消除了R/B转换中可能带来的RNS并行度

减小的问题。 

1  余数系统定义与R/B转换基本理论 
一 个 余 数 系 统 由 一 组 互 质 的 余 数 基

1 2{ , , , }np p p 定义 1n > ，GCD( , ) 1i jp p = ， i j≠ ，

, 1,2, ,i j n=  ，它所能表示的整数 X 的动态范围为

[0, )P ，其中 1 2 nP p p p=  。通过模运算，整数 X 被

表 示 成 一 个 余 数 向 量 1 2{ , , , }nx x x ， 其 中

mod
ii i px X p X= = 〈 〉 ， 1,2, ,i n=  。令[0, )P 范围内

的整数 a、b 、 c 的RNS分别表示为 1 2{ , , , }na a a 、

1 2{ , , , }nb b b 和 1 2{ , , , }nc c c ，根据高斯模运算准则，

若 ( ) modi i i ic a b p= ∆ ，则 PC A B= 〈 ∆ 〉 ，其中“∆ ” 

表示加、减及乘法运算。因此在进行乘加运算时各

余数分量间无进位或借位产生，缩短了VSLI实现的

关键路径长度，从而可提高运行速率，降低系统功

耗。余数系统有符号数定义同二进制补码系统类似，

即用 [0, )P 范围内的整数 X 来表示有符号数 X ， 
2X P<    时，X 为正， 2X P  ≥ 时，X 为负( ⋅  

表示向上取整)， X 的相反数 X P X− = − ，若 X 的

余数系统表示为 1 2{ , , , }nx x x ，则 X− 的余数系统表

示为 1 2{ , , , }nx x x  
 ， i i ix p x= − 。 

RNS整数 1 2{ , , , }nx x x 与其对应的十进制整数

X 可由著名的中国剩余定理计算得到： 

1 1
ii

n n

i i i i i i p xp
i iP

X P a x P a x r P
= =

= = 〈 〉 −∑ ∑     (1) 

式中  /i iP P p= ； 1
ii i pa P−= 〈 〉 ， 1

ii pP−〈 〉 为 iP 对 ip 的

模倒数，满足 1
ii i pa P〈 × 〉 = ； xr 为一小于 N 的整数。

CRT是RNS中的基本理论之一，是解决R/B转换、大

小比较、数值缩放等一系列问题的理论基础。 

另一种常用的余数系统到权重系统之间的转换

算法称为MRC。任何一个RNS都可同一个混合基系统

(mixed radix system，MRS)相关联，它是一个权重系统， 
其权重分别为 1 2 1 2 1 1{ , , , ,1}Np p p p p p−   。MRS整数可

表示为 2 1( , , , )Nz z z ( 0 i iz p<≤ )，同其对应的RNS具
有相同的动态范围。RNS到MRS的转换即为由 ix 求解 iz
的过程，它是一个迭代过程： 1 1 1( )

ii i i i pz X z p− − −= 〈 − 〉  

(2 i N≤ ≤ ， 1 1z x= ， 1X X= ， 1 1 1( ) )i i i iX X z p− − −= − 。 

2  基于数据缩放的R/B转换 
2.1  R/B转换算法 
2.1.1  无符号RNS整数R/B转换 

当 X 为无符号数时，其RNS表示的数值同二进

制系统相同，将 X 的二进制表示分为m 组，每组比

特 ik ( 0,1, , 1i m= − )，即整数 X 的二进制表示为

1 01, 1 1,0 1, 1 1,0 0, 1 0,0mm k m k kx x x x x x− − − − −    ，则： 

0

11

,
0 0

2 2

i
i l i

l

km k k
j

i j
i j

X x =

−− −

= =

∑
= ∑∑          (2) 

若要提取 X 的第 h组的二进制表示，则可先减

去其第0到 1h − 组的值(记为 1hd − )，再除以 02

h

l h
l

k k
=

−∑
，

最后对其模 2 hk 得到。由式(2)有： 

0 0

1 11 1

1 , ,
0 0 0 0

2 2 2 2

i i

i il i l i
l l

k km hk k k k
j j

h i j i j
i j i j

X d x x= =

− −− −− −

−
= = = =

∑ ∑
− = − =∑∑ ∑∑  

0

11

,
0

2 2

i

i l i
l

km k k
j

i j
i h j

x =

−− −

= =

∑
∑∑                  (3) 

则： 

0

0 0 0

0 1 0

1

1 11

, ,
0 1 0

1 11

, ,
0 1 0

( ) 2

2 2 2 2 2

2 2 *2 2

h

l h
l

h i h
h il h l i l h

l l l

h i h
h i l h l i h l h

l l h l

k k

h

k kmk k k k k k
j j

h j i j
j i h j

k km k k k k k k k
j j

h j i j
j i h j

X d

x x

x x

=

= = =

= = + =

−

−

− −−− − −

= = + =

− −− − + − + −

= = + =

∑
− =

 ∑ ∑ ∑ + =
 
 

 ∑ ∑ ∑ + =
 
 

∑ ∑∑

∑ ∑∑

 

1

1 11

, ,
0 1 0

2 2 2 2

i
h i l i

l h h

k km k k
kj j

h j i j
j i h j

x x = +

− −− −

= = + =

∑
+∑ ∑ ∑      (4) 

则： 

0

1

1 ,2
0

( ) 2 2

h
hl h

l
kh

kk k
j

h h j
j

X d x=

−−

−
=

∑
〈 − 〉 = ∑      (5) 

显然，式(5)的运算结果即为 X 的第 h组二进制

数的数值。式(3)～式(5)的推导过程表明：可以通过

逐次减去第 1i − ( 1,2, , 2i m= − )组二进制整数的
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值，除以 12 ik − ，然后对其模 2 ik ，依次求得 X 的第

i ( 1,2, , 2i m= − )组二进制表示，第0组的值则不需

要减法操作。因此，对于RNS所表示的整数 X ～

1 2{ , , , }nx x x ，可通过每次进行 2 ik 缩放，得到对应

的 ik 比特二进制整数。算法流程如图1a所示，每次

对RNS整数 X 做 ik 比特数值缩放，并将
2kiX〈 〉 作为

转换的输出值，当进行m 次迭代后可得到最终的转

换值，其中符号“&”表示将每次缩放的结果直接

按顺序排列，从而消除了CRT或MRC运算时最后的

加法操作，其流水实现如图1b所示，其中 1R 表示一

级寄存器。 

, 0W X i= =

2kiid W=

( )2 ik
iW W d −= −

1i i= +

i m=

1 1 0& & &md d d− 

Yes

No

      

       缩放02k

1x

       缩放12k

       缩放12 mk −

2x nx

0kd

1kd

1mkd
−

1R

1R

1R







 
                 a. 算法              b. 实现框图 

图1  基于数值缩放的R/B转换 

2.1.2  有符号RNS整数R/B转换 
若余数系统的动态范围为 P ，则对应二进制系

统表示整数需要 2logM P=    比特，为了保证构建

余数系统时各余数基分量互质，通常其动态范围 P
不等于 2M 。按照 RNS 有符号数定义方式，

0 2X P<   ≤ 时为正， 2P X P<  ≤ 时为负；而

在二进制补码系统中，其定义方式类似，即
10 2 1MX −< −≤ 时为正， 12 2M MX− <≤ 时为负，如

图2所示。因此，按照TCS和RNS有符号数的定义，

在表示有符号数时RNS同二进制补码系统不能直接

对应。由于 2MP < ，实际上RNS整数未使用二进制

系统[2 1,2 1)M MP− − − 范围内的值。 
0 2P   1P −
0 2P−   2 1P −  

0 2 1M −

12 1M − −
12M −

12M −−0

余数系统

二进制

补码系统

正数 负数

1−

1−

 
图2  余数系统与二进制补码系统对应关系 

因此，在转换过程中需要判断RNS整数的符号，

若为负，则将转换值加上常数 2 1Mt P= − − 使之映

射到二进制补码系统中的对应位置。考虑到这种情

况，采用流水结构的转换电路结构如图3所示，其中

it ( 0,1, , 1i m= − )表示常数 t 对应第 i 组的二进制

表示，若当前转换的RNS整数为负，则加上 it ，否

则直接将缩放结果输出。 iR 表示该处放置 i 个寄存

器。采用如图3所示的流水结构，则经过 2m − 个时

钟周期后可连续输出经转换后的RNS整数的二进制

表示
1 1 0

& & &
mk k kd d d

−
 。图3中的缩放模块并不需

要做有符号数的缩放，在有符号数表征情况下缩放

时仍然将RNS整数视为无符号数，仅在完成后按图3
所示将其映射到二进制补码系统的负数范围内。 

        缩放

       缩放

符号

检测

1x
2x

nx

       缩放02k
0t+ 1Rm−

12k

12 mk − 1mt −+

1R

1t+ 2Rm−

1R

1R 1R

0C

1C

2mC −

0kd

1kd

1mkd
−












 
图3  基于缩放技术的RNS到TCS转换框图 

2.2  余数系统 2k 缩放 
数值缩放即为常数除法，该常数被称为缩放因

子，常数的选取是决定电路复杂度的重要因素之一。

若缩放因子为 S ，则缩放结果为： 
SX XXY

S S
− 〈 〉 = =  

            (6) 

式中  ·   表示“· ”的整数部分。当 2kS = 时即为 

2的幂次方缩放，类似二进制系统中的“截位”操作。

文献[9]以余数系统整除定理为基础进行除2操作，实

现中考虑了有符号数情况，并利用LUT实现RNS整
数的符号判断和奇偶检测，而文献[10]采用了类似文

献[9]的结构，不同在于使用了冗余基实现符号判断

和奇偶检测。文献[9-10]在实现2的幂次方缩放时，

都采用了级联结构，该方法的弊端是进行多比特缩

放时，级联结构会带来很大的信号延迟，且级联方

式需要更多的VSLI实现面积和功耗，从而使得缩放

效率降低，难以满足实际系统要求。下面针对不同

的余数基和缩放因子的互质关系给出其缩放操作的

实现结构。 



                                           电 子 科 技 大 学 学 报                                 第 39 卷   520 

2.2.1  GCD(2 , ) 1k P = 时 2k 缩放 
当GCD(2 , ) 1k P = 时， 1(2 )

i

k
p

−〈 〉 存在，因此可以

直接对式(6)两边求模： 
1

2
(2 )ki i i i

k
i p i p p py Y x X −= 〈 〉 = 〈〈 − 〈 〉 〉 〈 〉 〉     (7) 

式中  
2kX〈 〉 可通过基扩展求得，且

2kX〈 〉 即为当前 

所求的 X 的某一组二进制表示。此时的缩放框图如

图4所示，图中基扩展的输出即为该次缩放操作所求

的RNS整数 X 的二进制表示。 

11 2k px X〈 − 〈 〉 〉
22 2k px X〈 − 〈 〉 〉

2k nn px X〈 − 〈 〉 〉

1

1(2 )k
p

−〈× 〉
2

1(2 )k
p

−〈× 〉 1(2 )
n

k
p

−〈× 〉

基
扩

展

2kX
1x′ 2x′

nx′

1x 2x
nx





 
图4  GCD(2 , ) 1k P = 时缩放框图 

2.2.2  GCD(2 , ) 1k P ≠ 时 2k 缩放 
当 GCD(2 , ) 1k P ≠ 时，必然有一个余数基为偶

数，通常为了简化模运算选择具有 2k ′ 形式的余数

基，令该余数基为 jp ，即 2k
jp ′= 。为了简化缩放

操作，令 k k ′= ，则
2k jX x〈 〉 = 。因此，

2kX〈 〉 是显

而易见的，并可直接输出作为当前所求的 X 的某一

组二进制表示。 
当 i j≠ 时， 1

imK −〈 〉 存在，直接对式(6)两边进行

模运算，可得： 
1

i i i ii m i K m m my Y x X K −= 〈 〉 = 〈〈 − 〈 〉 〉 〈 〉 〉     (8) 

当 i j= 时， 1(2 )
j

k
p

−〈 〉 不存在，不能直接对式(6)

两边进行模运算，必须用其他方法获取 jy ，供下一

次缩放时使用。由于 0 X P<≤ ， X 经 2kS = 缩放

后， 0 ( ) ( )S SX X S P X S− 〈 〉 < − 〈 〉≤ ，令 (Y X= −  
)SX S〈 〉 ，考虑到 1( )SP X S p− 〈 〉 =  1 1j jp p− +   

1
n Sp X S −− 〈 〉 ， SX〈 〉 的最小值为0，则 10 Y p< ≤  

1 1j j np p p− +  。以上分析表明 X 经 2kS = 缩放后在

1 1 1[0, )j j np p p p− +  范 围 内 ， 因 此 可 用 基 为

1 1 1{ , , , }j j np p p p− +  的余数系统表示，而对应的

RNS整数 1 1 1{ , , , }j j ny y y y− +  可由式(8)计算得到。

此时可视 jp 为冗余基，并可由 1 1 1{ , , , }j j ny y y y− + 

获得 jy 的值，因此也是一个基扩展问题。此时的缩

放框图如图5所示，图中 jx 即为该次缩放操作所求的

RNS整数 X 的二进制表示，而基扩展模块的输出用

于下一次缩放操作。 

11 j px x〈 − 〉
1

1(2 )k
p

−〈× 〉1x 1y

11 jj j px x
−−〈 − 〉

1jy −

nn j px x〈 − 〉
ny

2k jX x〈 〉 = 基扩展

11 jj j px x
++〈 − 〉

1jy +

jy

1jx −

1jx +

nx

jx

1

1(2 )
j

k
p −

−〈× 〉

1

1(2 )
j

k
p +

−〈× 〉

1(2 )
n

k
p

−〈× 〉



 

  

 
图5  (2 , ) 1kGCD P ≠ 时缩放框图 

由图3～图5可知，要实现完整的R/B转换，还需

要基扩展与符号检测，这两部分也是RNS研究的重

要内容，文献[10-11]借助一个较小的冗余基实现

RNS的基扩展和符号检测，具有较好的VLSI实现特

性，在此不再赘述。 

3  性能分析 
由图1和图3可见，本文所提出的基于缩放技术

的RNS到二进制系统转换电路具有电路模块化和结

构简单的特点。由于RNS的高速特性主要来于乘加

运算中关键路径长度的减小(即将大位宽整数运算

划分为多个小位宽运算单元)，因此有关RNS的所有

处理单元，包括后向转换都应尽量保持这一特点，

否则将削弱其并行特性，重新成为处理瓶颈。表1
的性能分析主要关注了加法器(包括模加法器)的最

大运算宽度以及实现结构是否具有通用性，并关注

在实际应用与TCS的对应问题。其中所选择的对比

文献包括主要的具有优化VLSI实现的余数基形式。 
如表1所示，为了基于二进制逻辑的RNS优化实

现，绝大多数文献都选择具有 2n 和 2 1n ± 形式的余

数基。表1表明，在后向转换中，最大运算位宽随着

余数基分量的增加和动态范围的扩展而增加。文献

[6-7]的最大运算位宽达到动态范围位宽的一半以

上，在大动态范围情况下必然成为处理速度的瓶颈，

而文献[8]则达到最大余数基位宽的两倍，所采用的

余数基各通道不平衡，因此在余数基通道较多时速

度将显著降低。由图1b、图3～图5可知，本文的最

大运算位宽为最大余数基通道位宽。此外，在利用

冗余基实现基扩展和符号检测模块时，其运算位宽

也被限制于最大余数基通道位宽以内。因此，本文

的方法较好地保证了余数系统并行特性，消除了大
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位宽整数运算；且并不限制于某种特殊的余数基形

式，仅要求在余数基中具有偶数分量时选择一具有

2k 形式的基即可，而这是构建该类余数基的常用方

法，其目的是简化模运算；由于采用了流水结构，

在推迟固定时钟周期后，即可连续输出转换值，同

数字信号处理系统的流水特性是一致的。 

表1  性能比较 

方法 基形式 最大运算位宽/bit 可否直接同TCS对应 是否具有通用性 

文献[4] {2 1,2 ,2 1}n n n− +  1n +  否 否 

文献[5] 1{2 ,2 1,2 1}k k k−− −  k  否 否 

文献[6] 
1

1

{2 1,2 ,2 1,2 1}
{2 1,2 ,2 1,2 1}

n n n n

n n n n

+

−

− + −

− + −
 3 1n −  否 否 

文献[7] 1 1{2 1,2 ,2 1,2 1,2 1}n n n n n+ −− + + −  4n  否 否 

文献[8] 0 12 2 2{2 1,2 1,2 1, , 2 1}
km m m m− + + +  12k m+  否 否 

本文 余数基为奇数或包含一个 2k 基分量 2
1,2, ,

(log )max ip

i n= 

 是 是 

 
对于常见的基为{2 1,2 ,2 1}n n n− + 的3余数基系

统无符号R/B转换，文献[4]和文献[12]专门针对该余

数基进行了优化设计。其中，文献[12]在基于 2n 比

特加法器构建的R/B转换器中需要 2n 个1比特全加

器、1个1比特半加器、2个二选一选择器、1个XOR
门、 2 1n + 个反向门和1个 2n 比特的二进制加法器；

其时延为 n个全加器、1个反向器、1个选择器和1个
2n 比特加法器的时延之和。而基于本文提出的方法

则需要2个模 2 1n − 、2个模 2 1n + 和1个 n比特无进位

加法器，无其他组合逻辑，在不插入寄存器的情况

下时延约为4个加法器级联长度。由此可见，针对

{2 1,2 ,2 1}n n n− + 这类余数基通道个数较少的余数系

统，在不插入流水线寄存器情况下，本文方法与经

过优化设计的面积和时延具有比较接近的性能，但

应注意基为{2 1,2 ,2 1}n n n− + 的余数系统是目前研究

最为成熟的一组余数基，其实现较优化。本文方法

具有结构简单的特点，不需要针对基的形式进行复

杂的特殊设计，也是基于本文方法所构建的R/B转换

器除开模加法器外无其他组合逻辑的原因所在。而

在设计R/B转换器时，若直接使用CRT则需要

1k − ( k 为余数基通道个数)个模 P ( P 为动态范围)
的加法器，直接使用MRC则需要将转换出的混合基

数字再用 1k − 个 2log P 二进制加法器转换到二进制

系统中，在R/B转换设计中较少直接采用。如表1中
的文献就针对几种常见余数基进行了优化设计，其

所需要的硬件资源通常较通用的方法小，但其设计

过程复杂。 

4  结  论 
传统R/B转换中，无论采用CRT和MRC作为R/B

转换的理论基础，均会涉及大位宽运算，在一定程

度上削弱了RNS的并行特性。多数研究均结合具体

余数基进行优化以尽量减小最大运算位宽，但设计

过程复杂，缺乏通用性。本文针对这些问题，提出

了一种结构简单、易于扩展的R/B转换方法，该方法

将转换过程中的最大运算位宽限制在最大余数基位

宽内，消除了CRT和MRC中最后的加法操作，从而

保证了RNS的并行度；此外，该方法的转换结果还

可直接同TCS数值表示范围相对应，在有符号表示

情况下进一步提高系统性能；由于不限于具体余数

基形式，因此本文所提出的方法具有一定的通用性。 
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