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基于线性正则变换的时频信号分离方法 
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【摘要】时频信号分析是当今信号处理领域研究的一个热点问题，各种时频分布函数得到了广泛的研究和应用。线性正

则变换是一种重要的时频分析工具。文中研究了线性正则变换与传统时频分布函数的关系；并基于这些关系，提出了一种新
的时频信号分离方法，能够把在时频面上互不重叠、但在时域和频域均存在较强耦合的多分量合成信号有效地分离。仿真实
例表明了该方法的正确性和实用性。 
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Abstract  Time-frequency signal analysis is a hot research topic in signal processing domain at present. A 
number of time-frequency distributions have been developed and used to analyze time-frequency signal. The linear 
canonical transform with multi-parameter is a powerful time-frequency analysis tool. It is the generalization of the 
Fourier transform and the fractional Fourier transform. In this paper, the relations between the linear canonical 
transform and time-frequency distributions are obtained. Based on these relations, a novel method for 
time-frequency signal separation is proposed. This method is very effective to separate components from a 
time-frequency signal, whose components interact in the time and the frequency domains and does not overlapped 
with each other in the time-frequency plane.The simulation results illustrate the validity and practicability of the 
proposed method. 
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线性正则变换[1](linear canonical transform，LCT)
又称ABCD变换[1]，是傅里叶变换(FT)、分数阶傅里

叶变换[2](fractional fourier transform，FRFT)的广义

形式，主要用于微分方程求解和光学系统分析。随

着FRFT理论的发展，LCT逐渐在信号处理领域受到

重视，已经发展成为一种重要的时频分析工具。由

于LCT具有3个自由参数(参变量间存在的一个约束

条件，使得具有4个参变量的线性正则变换，其实只

有3个自由参数)，相较于FRFT的1个自由参数和FT
的0个自由参数，LCT具有更强的灵活性和处理能力。 

信号滤波与分离是信号处理领域常见的问题。

传统的信号分离方法通常采用时域分析或频域

(Fourier域)分析方法。而对于在时频面上互不重叠，

但在时域和频域均存在较强耦合的多分量时频信

号，由于各信号分量在时频平面里呈斜线分布，使

得这些分布在时间轴或频率轴上的投影均有重叠，

则很难在时域或频域得到好的分离结果。因此，必

须在时域或频域外的其他信号变换域寻找更为合适

的信号分离方案。信号的线性正则变换是把信号变

换到一个新的域(LCT域)表示。传统的时域、频域甚

至分数阶变换域都是LCT域的特例。因此，LCT可
以在统一的时频域上处理信号，特别适合对时频信

号的分析与处理。目前已有文献开始研究LCT在时

频信号处理中的应用。文献[3]利用LCT的性质实现

了对雷达、声纳及无线通信中多径回波信号的分离；

文献[4]介绍了基于LCT的最优滤波器设计等。本文

从讨论LCT与传统时频分布函数关系的角度出发，

提出一种新的时频信号分离方法。该方法能有效地
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解决传统的时域、频率分析方法不能很好处理的多

分量时频信号分离问题。仿真实验验证了该方法的

有效性和可行性。 

1  LCT的定义和简化形式 
1.1  LCT的定义及性质 

信号 ( )f t 以实数 ( , , , )a b c d 为参数，并且满足

1ad bc− = 的线性正则变换定义如下[1,3]： 
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表示参数为 ),,,( dcba 的 LCT 算子；带有下标

),,,( dcba 的大写函数表示对应小写函数的LCT结
果，如式(1)中的 )(),,,( uF dcba 表示 )(tf 的LCT。LCT

定义中的参数 ),,,( dcba 也可用参数矩阵 







dc
ba

表
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LCT的逆变换[7](ILCT)可以表示为 )(),,,( uF dcba 以

实数 ),,,( acbd −− 为参数的LCT，即： 
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从 式 (3) 可 知 ， )(tf 可 由 一 组 权 系 数 为

)(),,,( uF dcba 的正交基函数 ),(),,,( tuK acbd −− 所表征，该

组基函数是调频率为
a
b

− 的线性调频复指数函数。

并且不同 u 值的基函数间存在不同的时移和相位因

子，即： 
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1.2  LCT的简化形式 
由于LCT有4个参数(其中仅3个自由参数)，通过

改变参数的取值，LCT可以简化为FT和FRFT等其他

多种特殊形式[7]： 
1) 当 )cos,sin,sin,(cos),,,( θθθθ −=dcba 时，

LCT变为以θ 为参数的FRFT。 
2) 当 )0,1,1,0(),,,( −=dcba 时，LCT变为FT。可

见FT和FRFT都是LCT的特例。 
3) 当 )1,,0,1(),,,( qdcba = 时，线性正则变换简

化为信号与chirp信号的积(简称chirp乘积)，即：  
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q uq
FL f t f u=           (5) 

4) 当 )1,0,,1(),,,( mdcba = 时，线性正则变换简

化为信号与chirp信号的卷积(chirp卷积)，即：  
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时，线性正则变换

简化为尺度变换，即： 
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2  LCT与时频分布的关系 
2.1  LCT的分解 

LCT有多种分解形式，下面介绍一种重要的分

解方法。根据LCT具有的叠加性，将LCT的参数

),,,( dcba 表示为如下矩阵相乘的形式[8]： 
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根据LCT的简化定义，由式(8)可知，LCT可分

解为FRFT、尺度变换、chirp乘积3个过程。其中，θ
为FRFT的参数； k 为尺度变换系数； q为chirp乘积

的参数。对式(8)右边化简后得到： 
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通过式(9)并利用条件 1=− bcad ，可解得： 

a
barctan=θ   22 ba

bdacq
+
+

=   22 bak +=   (10) 

2.2  LCT与时频分布的关系 
Wigner-Ville分布[9-10](以下简称 wv 分布)是最早

问世的时频分布函数，具有局部时频聚集性好的特

点，而其他所有时频分布函数都可以看作是wv 分布

的加窗形式，所以本文主要讨论LCT与wv 分布的关

系。假设信号 ( )f t 的wv 分布为 ( , )fw t w ，由文献[9]
知 wv 分布有以下性质： 
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(1) 尺度特性，即： 

( ) ( ) ( , ) ,fff t a f at W t W at
a
ww  = ⇒ =  

 


    (11) 

(2) chirp乘积特性，即： 
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f t x t W t W t mtw w= ⇒ = −  (12) 

如果用符号 ( )F uθ 表示 ( )f t 的以 θ 为参数的

FRFT，用 ( , )Fw u v
θ

表示 ( )F uθ 的 wv 分布，根据文献

[2]有如下表达式： 
( , )Fw u v

θ
= ( cos sin , sin cos )fw u v u vθ θ θ θ− +   (13) 

式(13)表明，FRFT使得信号的 wv 分布在时频面

上产生了角度为 θ 的顺时针旋转。如果用符号

( , , , )
( , )

a b c dFw u v 表示 ( , , , ) ( )a b c dF u 的 wv 分布，由式(8)可

知，信号 ( )f t 以实数 ( , , , )a b c d 为参数的LCT计算可

分解为FRFT、尺度变换、chirp乘积3个过程，因此

( , , , ) ( )a b c dF u 可表示为： 
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对式(14)两边取 wv 分布，并利用式(11)～(13)
得到： 
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利用式(9) ，可将式(15)化简得到： 
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  图1  信号经LCT后的wv分布变化过程 

根据式(3)可得： 
( , , , )

( , , , )( ) [ ( )]d b c a
F a b c df t L F u− −=        (17) 

对式(17)两边取wv 分布，并利用式(16)可得： 

( , , , )
( , ) ( , )

a b c df Fw t w at b ct dw w w= + +      (18) 

式(16)和式(18)给出了信号 )(tf 经LCT前后的

wv 分布的关系表达式。按照式(8)的LCT的分解方

法，图1用几何图形描述了一个初始 wv 分布为圆的

信号经LCT后的wv 分布变化过程。 

3  时频信号的分离 
图2所示的时频信号由多个信号分量组成，各个

信号分量的wv 分布虽然相互分离，但彼此之间在时

域或频域却存在较强的耦合，因此，无法用传统的

滤波方法实现其分离。从图1可知，信号经LCT后的

wv 分布在时频面发生了旋转、缩放、扭曲的变化。

其中，LCT使信号的wv 分布在时频面上发生旋转的

特性，可用于多分量时频信号的分离。如果利用LCT
与 wv 分布的关系，选择合适的LCT参数，将待分离

信号经LCT后，便可实现信号在特定LCT域的解耦

合，最后通过在该LCT域设计带通滤波器实现时频

信号的分离。 

t

s2(t)

s1(t)

w

O

 
图2  存在较强时频耦合的多分量合成信号 

 
本文假设图2中时频信号 )(tz 由两个分量组成，

即 1 2( ) ( ) ( )z t s t s t= + 。在图2中设计3条平行的分离

线，如图3所示。将信号 ( )z t 的两个分量的 wv 分布

分开。假设分离线的斜率为 tanλ a= ，分离线与时

间轴的交点坐标为 ( ,0)it ，其中 1,2,3i = 。则将图3
中的 wv 分布顺时针旋转θ (θ 满足 tan 1/θ λ= − )角
度后，可实现信号 ( )z t 在特定LCT域的解耦合。根

据前面LCT与wv 分布的关系，设计LCT参数为： 
    1    1    0a b c dλ= − = = − =         (19) 

利用式(3)可得到各个信号分量，即： 
( , , , )
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其中 1,2i = ，并且 ( )
iBP u 是按式(19)中参数所对应

LCT域的带通滤波器，即： 
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式中  iB 为LCT域带宽。根据式(18)可得到滤波器参
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数分别为： 
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图3  时频平面上各分量信号间的平行分离线 

4  仿真实验 
下面用仿真实例验证本文方法的可行性。设一

非平稳信号 )(tz 由余弦调频(cos of cos)信号 1( )s t 和

chirp信号 2 ( )s t 两个分量叠加而成，设观察时间为

[ 5 s,5 s]− 。 ( )z t 的实部波形如图4a所示， ( )z t 的wv
分布如图4b所示，其中最上面的波形代表余弦调频

信号的 wv 分布，最下面的斜线代表chirp信号的 wv
分布，其余为交叉项。 

  
     a. 待分离信号z(t)的波形               b. z(t)的wv分布 

    

l

u

il
u

ihuO

 
         c. s1(t)与s2(t)wv分布的分离线      d. LCT域的带通滤波器 

    
     e. 滤波器输出s1(t)的波形           f. 滤波器输出s2(t)的波形 

图4  基于LCT的时频信号分离仿真波形 

由图4b可知，仅在时域或频域很难将两个信号

分离。在图4b中设计3条平行的分离线，斜率为 6.0− ，

将两个信号的wv 分布分开，如图4c所示。从图4c可 

知，3条分离线与时间轴的交点分别为
25 ,0
3

 − 
 

、

5 ,0
3

 − 
 

、
35 ,0
3

 
 
 

。根据式(19)可设计LCT参数为

(0.6,1, 1,0)− 。根据式(22)得到带通滤波器
1
( )BP u 的参

数
1

7hu = ，
1

1lu = − ；
2
( )BP u 的参数

2
1hu = − ，

2
5lu = − 。

LCT域带通滤波器 ( )
iBP u 如图4d所示。根据式(20)分

别得到 1( )s t 和 2 ( )s t ，图4e和4f所示为计算机仿真输

出的结果。 

5  结 束 语 
本文介绍了线性正则变换的定义和基本性质；

研究了线性正则变换与传统时频分布函数的关系。

对于存在较强时频耦合的多分量信号，通过线性正

则变换后，能够在该线性正则域上实现完全解耦合。

利用该理论，本文提出了基于线性正则变换的时频

信号分离方法，并且以包含两个分量的合成信号为

例，讨论了用于时频信号分离的线性正则变换以及

带通滤波器的参数设计。仿真实验表明，该方法是

时频域信号分离的有效手段。 
 

本文的研究工作得到了西南民族大学校级基金

的资助，在此表示感谢。 
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