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变时滞神经网络鲁棒稳定的一个新判据 
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【摘要】研究了一类变时滞区间细胞神经网络的全局渐近鲁棒稳定性。基于非负矩阵理论和Lyapunov-Razumikhin分析方

法，得到了变时滞区间细胞神经网络全局渐近鲁棒稳定的一个充分条件，该条件与时滞参数无关且易于验证。理论分析和数

值例子表明所得条件推广了已有文献中得到的两个相应的结果，是对区间神经网络鲁棒稳定性研究的有效补充。数值例子和

相应的计算机仿真验证了所得结果的有效性。 
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Abstract  The global asymptotical robust stability of neural networks with time-varying delays is 

investigated. Based on nonnegative matrix theory and Lyapunov-Razumikhin technique, a sufficient condition for 
global asymptotical robust stability is given, which is independent of time delays and can be verified easily. 
Theoretical analysis and numerical examples show that the obtained condition generalizes two corresponding 
results derived in the literatures, and complements the results concerning the robust stability research of neural 
networks effectively. A numerical example and the corresponding computer simulation are presented to verify the 
effectiveness of the obtained result. 
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文献[1]提出的细胞神经网络是目前应用比较广

泛的一类人工神经网络模型，已成功应用于信号处

理、图像处理、最优控制、模式识别和解非线性代

数方程等工程领域。所有应用都依赖于神经网络平

衡点的存在性与稳定性，如在最优控制的应用中，

要求对每一个外部输入，所设计的神经网络都有唯

一的全局渐近稳定的平衡点。然而在网络的硬件实

现中，由于信号传输速度的有限性，使网络系统中

时间滞后不可避免。另外，在实现超大规模集成芯

片过程中，由于建模误差的存在，以及外部的干扰

和参数波动等不可避免的不确定性因素，使神经网

络的稳定性经常被破坏。因此，文献[2]把细胞神经

网络模型推广到一类区间细胞神经网络模型，并研

究了该模型的全局渐近鲁棒稳定性。由于区间细胞

神经网络在实际应用中的重要性，对其鲁棒稳定性

的研究已经成为近年来人们研究的热点之一，并获

得了一系列有意义的结果[2-18]。在前人工作的启发

下，本文将讨论一类变时滞区间细胞神经网络的全

局渐近鲁棒稳定性。通过运用Lyapunov-Razumikhin
方法与非负矩阵理论，得到了变时滞区间细胞神经

网络全局渐近鲁棒稳定的一个新判据，所得结果与

时滞无关且易于验证。理论分析和数值例子显示所

得结果是对现有结果的补充，而且推广了文献[9]和
[10]中的两个定理。计算机仿真也验证了所得结果的

有效性。 

1  系统描述和预备工作 
本文研究的变时滞细胞神经网络的动态行为可

用非线性微分方程描述为： 
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写成向量形式为： 

d ( ) ( ) ( ( )) ( ( ( )))
d

t t t t t
t

t= − + + − +
x Dx Ag x Bg x u  (2) 

式 中   ( )ix t 是 第 i 个 神经 元 的 状态 变量 ，

diag( )id=D 是一个正对角矩阵； ( )ij n na ×=A 和

( )ij n nb ×=B 为 连 接 权 矩 阵 ； 1 1( ( )) ( ( ( )),t g x t=g x  
T

2 2( ( )), , ( ( )))n ng x t g x t 是神经元的激励函数；时间

滞后 ( )tt 为连续的有界函数， 0 ( )tt t≤ ≤ ；
T

1 2( , , , )nu u u= u 为输入的常向量。系统参数 D 、A
和 B 的取值如下： 

: { diag( ) :  0 ,  i.e., 0 , 1,2, , }

: { ( ) :  , i.e., , , 1,2, , ,}

: { ( ) :  ,  i.e., ,  , 1,2, , }
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           (3) 

假设对所有 {1,2, , }i n∈  ，神经激励函数

( ) :ig R R⋅ → 为 全 局 Lipschitz 连 续 的 ， 并 具 有

Lipschitz常数 0il > ，即： 
| ( ) ( ) | | |,  ,  ,i i i i i i i i ig x g y l x y i x y R− − ∀ ∀ ∈≤    (4) 
本文使用以下参量记号： 
(1) 对 于 向 量 有 T

1 2( , , )nx x x= x ，

T
1 2| | (| |,| |, | |)nx x x= x ， 2 1/ 2

12
( | | )n

i ix== ∑x ； 

(2) 对于矩阵有 ( )ij n na ×=A ， 0≥A 表示 A 为非

负矩阵，即 0ija ≥ ，1 ,i j n≤ ≤ ， ( )ρ A 表示 A 的谱

半径， ≤A B 表示矩阵 A 、B 的元素满足 ij ija b≤ ，

且 (| | )ij n na ×=A ，
1 1

1

max
n

ijj n
i

a
=

= ∑
≤ ≤

A ，

1
1

max
n

iji n
j

a
∞

=

= ∑
≤≤

A ， T
max2

( )λ=A A A 。 

定义 1[9]  [9]假设以式(1)描述的神经网络系统

(下文简称为系统(1))的参数满足式(3)，若对任意的

I∈D D ， I∈A A ， I∈B B ，系统(1)都有唯一的全局

渐近稳定的平衡点，则系统(1)是全局渐近鲁棒稳 
定的。 

定义  2[19]  对于实矩阵 ( )ij n na ×=A ，若有

s= −A I B ， 0B≥ ， ( )s ρ> B ，其中 I 为单位矩阵，

则 A 为M-矩阵。 
引理  1[19]  设实矩阵 , 0≥A B 且 ≤A B ，则

( ) ( )ρ ρ≤A B 。 
引理 2[8,13]  对于 [ , ]∈A A A ， [ , ]∈B B B ，下列

不等式成立： 
*

*2 22
+≤A A A  或  

2 2
ˆ≤A A      (5) 

*
*2 22

  +≤B B B  或  
2 2

ˆ≤B B      (6) 

式 中   ˆ ˆ( )ij n na ×=A ， ˆ max{| |,| |}ij ij ija a a= ；

ˆˆ ( )ij n nb ×=B ， ˆ max{| |,| |}ijij ijb b b= ； * 1 ( )
2

= +A A A ；

*
1 ( )
2

= −A A A ； * 1 ( )
2

= +B B B ； *
1 ( )
2

= −B B B 。 

引理 3[9]  如果函数 ( ) : n nR R→H x 为连续函

数，且 ( )H x 为单射，即 ( ) ( )  ≠ ∀ ≠，H x H y x y ，

lim ( )→∞ → ∞x H x ，则 ( )H x 为 nR 上的同胚映射。 

Lyapunov-Razumikhin方法是研究时滞微分方程解

的稳定性的一个重要且有效的方法。文献[20]推广了

该方法，得到了如下结果。 

引理 4[20-21]  考虑以下泛函微分方程： 
d ( ) ( , ),

d t
t f t x

t
=

x              (7) 

式中  : nf R C R+ × → ，C 是 [ ,0]t− 到 R 的全体连

续函数构成的空间； ( ,0) 0f t = ； tx C∈ 且 [ ,0]s t∈ − 。

如果存在正定的Lyapunov函数V( ) : nR R→x 和一个

正 数 N 使 得 对 任 意 0 N≠ <φ 且

0
max V( ( )) V( (0))

s
s

t−
=

≤ ≤
φ φ ，都有V ( ) 0φ′ < ，其中V ( )φ′

表 示 V 沿 式 (7) 的 解 ( , )tx φ 的 右 上 导 数 ，
T

1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))nt x t x t x t= x 表示式(7)的一个解，其

初 值 为 ( ) ( )  1,2, ,i ix s s i nφ= = ， ， [ ,0]s t∈ − ，
T

1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))ns s s sφ φ φ= φ ，则微分方程 (7)的解

0=x 为全局渐近稳定的。 

2  全局渐近鲁棒稳定性分析 
下面给出本文的主要结论。为论述方便，令： 

1 2

       min( )
 diag( , , , )
       max( )

m i

n

M i

d d
l l l

L l

=

=

=

 L  

1 min( (K ρ= +AL T *
* 22

ˆ ),2 ( ))ML +LA A A  
*

2 * 22 2
ˆmin(2 ( ),2 )M MK L L= +B B B  

定理 1  对于具有条件(3)的系统(1)，若假设式

(4)成立，且 1 22 0md K K− − > ，则系统(1)是全局渐

近鲁棒稳定的。 
证明  定义与系统(1)相联系的非线性映射为： 

( ) ( ) ( )= − + + +H x Dx Ag x Bg x u  
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显然， ( ) 0=H x 的解是系统(1)的平衡点。若 ( )H x 为

同胚映射，则系统(1)必有唯一的平衡点 *x 使得
*( ) 0=H x 。所以要证平衡点的唯一性，只需根据引

理3证明 ( )H x 为 nR 上的同胚映射。 
首先证明 ( )H x 为单射。对于向量 x ， nR∈y ，

≠x y ，可得： 
( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ))− = − − + + −H x H y D x y A B g x g y  

等式两边同时乘以 T2( )−x y 可得： 
T2( ) ( ( ) ( ))− − =x y H x H y  

T T2( ) ( ) 2( ) ( ( ) ( ))− − − + − − +x y D x y x y A g x g y  
T2( ) ( ( ) ( ))− −x y B g x g y           (8) 

分别考虑式(8)等号右边的3项，首先可得： 
2T
2

2( ) ( ) 2 md− − − − −≤x y D x y x y      (9) 

其次可得： 
T2( ) ( ( ) ( ))− −x y A g x g y ≤  

T2 | | | | | |− − =x y A L x y  
T T| | (| | | | ) | |− + −x y A L L A x y  

由于 T|| | | |+A L L A 为对称的非负矩阵，而且有

T Tˆ ˆ|| | | |+ +≤A L L A AL LA ，根据引理1，可得： 
T2( ) ( ( ) ( ))− − ≤x y A g x g y

T T| | (| | | | ) | |− + − ≤x y A L L A x y  
T T(| | | | ) | | | |ρ + − −A L L A x y x y ≤  

ρ 2T
2

ˆ ˆ( )+ −AL LA x y             (10) 

根据引理2，还可得： 
T2( ) ( ( ) ( ))− − ≤x y A g x g y

2 2 2
2 ( ) ( )− − ≤x y A g x g y  

2*
* 2 22

2 ( )ML + −A A x y         (11) 

由式(10)和(11)可得： 
T2( ) ( ( ) ( ))− − ≤x y A g x g y  

2*
* 2 22

ˆ ˆmin( ( ),2 ( ) )T
MLρ + + − =AL LA A A x y  

2
1 2

K −x y                (12) 

最后，根据引理2可得： 
T2( ) ( ( ) ( ))− − ≤x y B g x g y  

2 2 2
2 ( ) ( )− − ≤x y B g x g y  

2
2 2

2 ,K −x y               (13) 

式中  *
2 * 22 2

ˆmin(2 ( ),2 )M MK L L= +B B B  

将不等式式(9)、(12)、(13)代入式(8)知，对任意

, ,nR∈ ≠x y x y 有： 

T

2
1 2 2

2( ) ( ( ) ( ))

(2 ) 0md K K

− −

− − − − <

x y H x H y

x y

≤
 

所以对任意 ≠x y ，都有 ( ) ( )≠H x H y ，即 ( )H x 为
nR 上的单射。若 0=y ，则有： 

( ) ( ) 2T
1 2 2

2 ( ) (0) 2 md K K− − − −≤x H x H x  

( ) 2
1 22 2 2

2 ( ) (0) 2 md K K− − −≥x H x H x  

1 2
2 2 2

2
( ) (0)

2
md K K− −

+ ≥H x H x  

由于
2

(0)H 有界，显然有 lim ( )→∞ → ∞x H x 。根据

引理3，可知 ( )H x 为 nR 上的同胚映射，所以对任意

的系统参数 ∈ ID D ， ∈ IA A ， ∈ IB B ，系统(1)都有

唯一的平衡点 *x 。 
下面证明平衡点的全局渐近鲁棒稳定性。令

*( ) ( )t t= −y x x ，对系统(1)做变量替换，可得： 

1

d ( )
( ) ( ( ))

d

n
i

i i ij j j
j

y t d y t a f y t
t =

= − + +∑  

  
1

( ( ( )))       1,2, ,
n

ij j j
j

b f y t t i nt
=

− =∑    (14) 

式中  * *( ) ( ) ( )j j j j j j jf y g y x g x= + − ， 1,2, ,j n=  。

注意到 (0) 0jf = ， ( )jf ⋅ 满足式(4)，且系统(14)有唯

一的平衡点 0=y 。考虑如下Lyapunov函数： 
2T
2

( ( )) ( ) ( ) ( )V t t t t= =y y y y  

显然， ( ( ))V ty 正定且径向无界。计算V( ( ))ty 沿式(14)
的轨道对时间 t 的导数为： 

T Td ( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( ( ))
d

V t t t t
t

= − +
y y Dy y Af y  

T2 ( ) ( ( ( )))t t tt+ −y Bf y  

根据式(9)、(12)、(13)可得： 
2 T
2

d ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( ( ))
d m

V d t t t
t

− + +≤
y y y Af y  

T2 ( ) ( ( ( )))t t tt− ≤y Bf y  
2

1 22 2 2
(2 ) ( ) ( ) ( ( ))md K t K t t tt− − + −y y y  

对于满足 ( ) 0t ≠y 和
2 2[ ,0]

max ( ) ( )
s

t s t
t∈ −

+ =y y 的 t 可

得： 

( ) 2
1 2 2

d ( ) 2 ( ) 0
d m

V d K K t
t

− − − <≤
y y  

根据引理4，可知系统(1)的平衡点是全局渐近鲁棒稳

定的。命题得证。 
推论 1  对于具有条件(3)的系统(1)，如果式(4)

成立，且有 22
ˆ2 2 0m Md L K− − >A ，则系统(1)是全
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局渐近鲁棒稳定的。 

证明  因为
2

⋅ 是相容范数，所以有： 

ˆ(ρ +AL Tˆ )LA ≤ ˆ(ML ρ +A TÂ )≤
2

ˆ2 ML A  

则有： 

1 2 22
ˆ2 2 2 0m m Md K K d L K− − − − >≥ A  

根据定理1，可知系统(1)的平衡点是全局渐近鲁棒稳

定的。命题得证。 

推论 2  对于具有条件(3)的系统(1)，如果式(4)
成立，且有： 

*
* 22 1

ˆ2 2 ( ) (m M Md L L− + −A A B ˆ ) 0
∞

+ >B  

则系统(1)是全局渐近鲁棒稳定的。 

证明  对于矩阵范数，有
2

ˆ2 ≤B
1

ˆ +B ˆ
∞

B ， 

所以： 
*

1 2 * 22
2 2 2 ( )m m Md K K d L− − − + −A A≥  

1
ˆ(ML B ˆ ) 0

∞
+ >B  

根据定理1，可知系统(1)的平衡点是全局渐近鲁棒稳

定的。命题得证。 

3  结果分析与数值仿真 
下面通过数值例子和计算机仿真说明定理1的

有效性，并将其与已有文献中的一些结果作相应的

比较。 

定理  2[9]  假设式 (4)成立，且时滞为常数

( , 1,2, , )ij i j nt =  ，如果有： 
*

* 22 1
ˆ2 2 ( ) (m M Md L L− + −A A B ˆ ) 0

∞
+ >B  

则系统(1)为全局渐近鲁棒稳定的。  

定理  3[10]  假设式 (4)成立，且时滞为常数

( 1,2, , )j j nt =  ，如果有： 

* *
* *2 22 2

( ) 0m

M

d
L

Θ = − + + + >A A B B  

则系统(1)为全局渐近鲁棒稳定的。 
注意到定理2的条件和推论2的条件是一样的，

且在定理1中，讨论的细胞神经网络的时间滞后是随

时间变化的，所以定理1推广了定理2的结果。定理3 
中， 0Θ > 等价于： 

* *
* *2 22 2

2 2 ( ) 0m Md LΩ = − + + + >A A B B  

显然 1 22 0md K K Ω− − >≥ ，且定理1讨论了变时滞

细胞神经网络的全局鲁棒稳定性，所以定理1推广了

定理3的结果。 
定理 4[11]  假设式(4)成立，并且 ˆ(− +D A ˆ )B L

为M-矩阵，则系统(1)是全局渐近鲁棒稳定的。 
定理 5[12]  假设式(4)成立且激活函数有界，如

果存在正对角矩阵 diag( )iq=Q ，正数 r 、 s 和 k 使

得下列线性矩阵不等式成立： 

2
max 1

1 12
0

( ) max{ } 1
2 ii n

k r
r s

r
s l
k

λ

 + − − −  > 
  


 <
 ≤≤

QD DQ Q U W QL

QL I

Q

  (15) 

式中  diag( )iu=U ； diag( )iv=W ，且： 

1 1

1 1

ˆ ˆ( )

ˆ ˆ( )

n n

i ij kj
j k

n n

i ij kj
j k

u a a

w b b

= =

= =


=



 =


∑ ∑

∑ ∑
  1,2, ,i n=   

则系统(1)为全局渐进鲁棒稳定。 
本文用数值例子说明定理1与定理4和5的区别。 

例 1  假设系统(1)具有参数
0.6 1
0.8 1

− − 
=  − − 

A 、

1.2 1.2
1 1.5

 
=  

 
A 、

0 1
1.2 0.2

− 
=  − − 

B 、
1.2 1.5
1 1.5

 
=  

 
B 和

1 2 5.1md d d= = = 、 1 2 1Ml l L= = = ，通过计算可得

1.2 1.2ˆ
1 1.5

 
=  

 
A 、

1.2 1.5ˆ
1.2 1.5

 
=  

 
B 、 * 0.3 0.1

0.1 0.25
 

=  
 

A 、

*

0.9 1.1
0.9 1.25

 
=  

 
A 、 * 0.6 0.25

0.1 0.65
 

=  − 
B 、

*

0.6 1.25
1.1 0.85

 
=  

 
B ，则有： 

*
1 * 22

ˆ ˆmin( ( ),2 ( ))T
MK Lρ= + + =AL LA A A  

min(4.9204,4.9485) 4.9204= ， 
*

2 * 22 2
ˆmin(2 ( ),2 )M MK L L= + =B B B  

min(5.2772,5.4332) 5.2772= ， 

运用定理1，可得 1 22 0md K K− − > ，所以具有

以上参数的系统(1)是全局渐近鲁棒稳定的。 

运用定理4，可得 ˆ ˆ( )− + =D A B L  
2.7 2.7
2.2 2.1

− 
 − 

不是M -矩阵，所以定理4不能判别该系统的全 
局鲁棒稳定性。考虑定理5，利用MATLAB中的LMI
工具箱求解线性矩阵不等式式(15)，可得该矩阵不等

式没有可行解，所以定理5也不能用于该系统全局鲁
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棒稳定性的判别。 

例 2  假设系统(1)具有参数
0.8 0.9

0.4 1
− − 

=  − 
A 、

0.6 0.9
1 0.5

 
=  

 
A 、

0 0.4
1.2 0.6

− 
=  − − 

B 、
0.8 0.5
1 0.6

 
=  

 
B

和 1 2 3.6md d d= = = 、 ( ) sint tt = 、 1 2( ) ( )g x g x= =  

0.5 sin 0.5x x+ 、 T(2, 3)= −u ，运用定理 1，可得

1 22 0.2126 0md K K− − = > 。 

所以具有以上参数的系统(1)是全局渐近鲁棒稳

定的。在文献[2-3]、[8]、[12-13]和[15-16]中，激活

函数假设为有界函数；在文献[2-10]和[13]中，考虑

的时间滞后为常数；在文献[14-15]中，考虑的变时

滞为可导函数。所以以上文献所得的结果都不能用

于该系统全局鲁棒稳定性的判别。 
最后，通过计算机仿真验证定理1的有效性。 

考 虑
0.4 0.5

[ , ]
1 1

− − 
= ∈ − 

A A A 、
0.6 0.5

1 0.5
 

=  − 
B   

[ , ]∈ B B ，利用MATLAB的Simulink工具箱可得，对

于任意的初值，系统(1)的状态曲线都收敛到唯一的

平衡点 * T(0.5876, 0.7345)= −x ，验证了理论结果的

正确性。仿真结果见图1。 
 

0 2 4 6 8 10 −6 
−4 

−2 
0 
2 
4 
6 

时间 t/s 

x1 

x2 

状
态
变
量

 x(
t) 

 
图1  对于不同初值系统(1)的状态响应 

4  结  论 
本文运用Lyapunov-Razumikhin方法和非负矩

阵理论，给出了一类变时滞区间细胞神经网络全局

渐近鲁棒稳定的一个新的充分条件。所得条件推广

了文献[9]和[10]中的两个结果。数值例子和计算机

仿真验证了所得结果的有效性。在研究过程中，取

消了一些文献中所作的神经激励函数有界和变时滞

可导的假设，得到了一个与时滞无关的充分条件，

且该条件易于验证。在实际应用中，可以作为网络

综合的准则和判据，设计全局渐近鲁棒稳定的变时

滞细胞神经网络，并使网络有更宽的适应范围和调

整余地，对某些应用领域如全局优化问题有一定的

现实意义。 
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