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复数域格缩减的MIMO检测算法研究 
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【摘要】多入多出(MIMO)系统可以获得比单发单收系统更高的容量，对于MIMO系统，最大似然检测是最优接收，但其

指数复杂度难以在实际中应用。针对该问题，结合格缩减理论提出了基于Householder变换的复数域格缩减算法，将该算法和

MIMO次优检测算法相结合，给出了量化判决方法，且该复数域格缩减算法复杂度小于实数域格缩减算法。仿真结果表明，

基于Householder变换复数域格缩减的MIMO次优检测算法，通过优化信道矩阵可以得到更好的判决域，取得了逼近最优最大

似然检测算法的性能。 
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Abstract  Multi-input multi-output (MIMO) systems can achieve more capacity than single input single 

output systems. For MIMO systems, maximum likelihood detection is the optimum detection but its exponential 
complexity limits its application. In this paper, a complex lattice reduction algorithm based on householder 
transform is proposed and combined with MIMO suboptimal detection algorithm. Moreover the complexity of this 
complex lattice reduction algorithm is lower than that of real lattice reduction algorithm. Simulation results show 
that MIMO suboptimal detection algorithm based on this complex lattice reduction can approach the optimum 
performance of maximum likelihood detection by optimizing channel matrix to get better decision domain. 
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近年信息理论的研究结果表明：对存在丰富散

射的无线信道，收发两端均采用多天线，并假设每

对收发天线之间的信道是相互独立的瑞利衰落信

道，即多入多出(MIMO)系统，可以获得比单发单收

系统更高的容量[1-2]。BLAST系统将信源数据分为多

个数据子流，分别用不同的发射天线发射出去，尽

管最大似然检测在误比特率最小的意义下是最优接

收，但其复杂度随着天线个数及调制星座点数的增

加成指数增加。 
贝尔实验室提出了低复杂度最优排序的

V-BLAST检测算法，但即使采用最优的排序算法，

对于病态信道矩阵，V-BLAST检测与最优的最大似

然检测性能仍然有很大的差距[3]。近年来提出了一

些准最大似然检测算法，如球译码[4]、半定松弛算

法[5]、粒子滤波算法[6]等，都能很好地逼近或者取得

最优的性能，但复杂度仍然较高。因此如何找到一

个低复杂度且性能良好的算法是人们研究的问题。 
文献[7]提出实数域的格缩减技术，给出了基于

实数域格缩减的QR分解检测算法。在此基础上，本

文提出了基于Householder变换的复数域格缩减算

法，并将其和最优排序的V-BLAST检测算法相结合，

给出量化判决的方法，取得了逼近最大似然检测的

性能。 

1  系统模型 
具有 TN 个发送天线、 RN 个接收天线的MIMO

系统( R TN N≥ )如图1所示，信源数据经过串并变

换分成 TN 个数据子流，每层的数据流经过调制由
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TN 个不同的发送天线同时发送出去。记发送信号

矢 量
T

1 2[    ]Ns s ss = L
T

， 对 应 的 接 收 信 号
T

1 2[    ]Nr r rr = L
R

，在平坦衰落情况下，接收信号表

示为： 
r Hs n= +              (1) 

信道 H 在一帧中不变化，帧与帧之间独立变

化，信道元素是一个均值为0、方差为1的独立复高

斯随机变量，噪声是独立同分布的均值为0、实部虚 
部方差为 2 / 2nσ 的复高斯随机变量，且满足

R

H 2( ) In NE σ=nn 。 
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图1  MIMO系统结构

2  基于复数域格缩减的检测算法 
2.1  格的定义 

格(lattice)是一类定义在有限域上的离散几何结

构，是n 维向量构成的线性空间的一个子集。复数

域格的定义如下[8]： 
设 1 2, , , n nCZb b b ÎL 是n维复整数线性空间中的

一组线性无关的向量，CZ 表示复整数集合，格 L 是

由该组向量 1 2, , , nb b bL 所有线性组合所构成的集

合，即： 

i
1

{ |     }m i i
i

CZ CZλ λ
=

= ∈ = ∈∑L y y b      (2) 

式中  m称为格L的维数，n称为格L的阶。1 2, , , nb b bL
向量组称为格L的一组基。式(2)也可写成矩阵形式： 

{ }λ= =L y B                (3) 
式中   1 2( )n=B b b bL 是格基矢量构成的矩

阵， T
1 2( )nλ λ λ= Lλ 是复整数权值构成的系数

矢量。 
2.2  复数域格缩减算法 

比较式(3)和MIMO系统模型式(1)，可以把无噪

接收信号点 Hs 看成是由 H 生成的格中的点，信道

矩阵的列矢量 T(1 )l l N≤ ≤h 构成格的基矢量。假设

发送符号在整数域范围内取值，那么，所有可能的

无噪接收信号点构成格： 
T

T1 2
1

( ) ( , , , )
N

N l
l

Z
=

= = ∑L H L h h h hL       (4) 

对格 ( )L H 来说有很多可能的基，任何由 H 经

过初等列变换得到的矩阵都可以作为它的基。初等

变换矩阵的乘积实际上等效于一个幺模变换矩阵

P ，即 P 中元素只取整数且行列式[9] det( ) 1= ±P ，

因此当且仅当 P 是幺模矩阵时， ′ =H HP 与 H 产生

相同的格，即： 
( ) ( )′ ′= ⇔ =L H L H H HP         (5) 

格缩减(lattice reduction)技术[10]就是优化格的

产生矩阵即信道矩阵 H ，使其成为格的新基矢量

′H ，新基矢量变成正交性更好和长度更短的矢量，

可以得到好的判决域。 
通常，高维格缩减问题是一个NP-hard问题，文

献[7]提出了多项式时间、次优的实数域LLL算法，

在此基础上本文提出基于Householder变换的复数域

格缩减算法，具体步骤如下。 
输入：Q , R ,

TN= IP  

输出： ′Q , ′R , P  
初始化 ′ =Q Q ， ′ =R R   

2k =  
while Tk N≤  

for  1, ,2,1l k= - L  
( , ) / ( , )b l k l l′ ′= R R ，将b舍入到最 

近的复整数 CZµ ∈  
if  0m¹   

(1: , ) (1: , ) (1: , )l k l k l lµ′ ′ ′= −R R R  
(:, ) (:, ) (:, )k k l=P P Pm-  

end 
end 

if 2 2 2( 1, 1) ( , ) ( 1, )k k k k k kδ ′ ′ ′− − > + −R R R  
交换矩阵 ′R 和 P 中的列 1k - 与 k ，计算

Householder矩阵 H
2 2= Iθ u u- (其中 2

2

=
a a e

u
a a e

-
-

，

T
2 [1,0]=e ， ( 1: , 1)k k k′= − −a R ) ， 使 得

( , 1) 0k k′ − =R ， T( 1: , 1: ) ( 1,:k k k N k′ ′− − = −R θR  

T, 1: )k k N− ， H(:, 1: ) (:, 1: )k k k k′ ′− = −Q Q θ ，

max{ 1,2}k k= -  
else 

      1k k= +  
    end 
end 
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该算法与实数域LLL算法的主要区别是算法在

复数域运算，运算步骤中为了保证 ′R 矩阵的上三角

特性，在经过列交换后，用Householder变换代替了

实数域LLL算法中的Givens旋转变换。 
2.3  复数域格缩减辅助的线性及V-BLAST检测 

将格缩减技术应用于传统的低复杂度线性及非

线性MIMO检测算法中，基本思想就是优化格基，

减小基矢量之间的相关性，在变换后的新基中用传

统算法检测信号，然后将估计值再恢复成原来格基

中的点，可以大大改善次优检测算法的性能。 
2.3.1  格缩减辅助线性检测 

线性迫零检测导致噪声放大，特别是当信道矩

阵接近奇异时。因此，利用复数域格缩减技术找到

优化的格基 ′ =H HP ，引入 1=z P s- ，接收信号式

(1)可以写为： 
1− ′= + = + = +r Hs n HPP s n H z n     (6) 

根据式(6)，用对 z 的均衡代替对 s 进行均衡： 
1

LR-ZF ( ) ( )s− + +′ ′= = = +z P H r z H n% %    (7) 

格缩减后矩阵 ′H 的列粗略正交，因此与 H 相

比，用 ′H 滤波引起较小的放大噪声。 
对于MMSE准则，采用基于MMSE准则的滤波

代替ZF滤波即得到： 
H 2 H 1 H

LR-MMSE ( )σ −′ ′ ′= +z H H P P H r%    (8) 

也可以先将信道进行扩展[5]： 

T

__

Nσ
 

=  
 I

H
H     

T

__

N ,1

   
  

 
=  

 0
r

r        (9) 

然后对扩展的信道
__

H 进行复数域格缩减，得到
__ __ __

′ ′=H H P ，计算： 
__

LR-MMSE ( )+′=z H r            (10) 

2.3.2  量化判决方法 
格缩减辅助检测算法运用格缩减技术，将信道

矩阵 H 列正交化，减小了各发送符号间的干扰，其

核心思想是对基于格缩减后的新基进行检测，将检

测出的信号直接在变换后星座空间内判决，否则不

会带来性能增益。本文采用对检测出的信号各元素

进行移位修正独立量化判决的方法。 
设发送信号 TNAÎs ，可以把空间 TNA 看作复整

数 子 空 间 T TN ND CZÌ 移 位 修 正 的 版 本 ， 即 
T T( )N NA c D m= + ， 其 中 复 整 数 子 集 合

, , 1 j , , 1
2 2 2 2
M M M MD = L L

禳 禳镲 镲镲 镲- - + - -睚 睚
镲 镲镲 镲铪 铪

，m 为一复常

数矢量
T

1 (1 j)
2 N1+ ? ，

T

T[1  1 1]N =1 L 是一个 TN 维的

全1列矢量，c是能量归一化参数。因此变换后信号

矢量 z 可以表达为： 
1 1 1

x( ) ( )c m c m= = =z P s P x z P- - -+ +    (11) 
其中复整数矢量 xz 定义为： 

T T1 1 N N
x D CZ=z P x P- -翁          (12) 

以 ′H 为滤波矩阵对接收信号进行滤波后得到输出： 
1( )xa m= =z z z Ph h-+ + +%        (13) 

为了得到发送信号的估计 ŝ ，将滤波输出信号

在复整数域CZ 内量化，然后重新修正移位得到： 
1 11ˆ ( )c Q m m

c
=z z P P- -骣 ÷ç - + ÷ç ÷ç桫

       (14) 

其中 {}Q × 代表逐元素量化操作，最终发送信号估计

ˆ ˆ=s Pz 。 
2.3.3  格缩减V-BLAST检测 

虽然格缩减技术可以优化信道矩阵 H 使列矢

量之间的相关性变小，但是由于 H 列矢量只是粗略

正交，在新基上表示的信号 z 元素之间仍然存在干

扰，所以采用干扰删除的V-BLAST检测与复数域格

缩减算法结合能进一步提高性能，具体步骤如下。 
假设信号检测顺序为

T1 2, , , Nk k k ，其中

T1 2, , , Nk k k 是 T1,2, , N 的一个置换。 

(1) 初始化：令 1i = ， 1 =r r ， 1 ( )+′=G H ，
2

1 1arg min || ( ) ||j
j

k = G 。 

(2) 递归：加权矢量 ( )
i ik i k=w G ，用

ikw 对接收

信号进行加权处理得到对应第 ik 个信号的滤波输出

i i ik k ky = w r ，然后利用公式： 

1 11ˆ ( ) ( )
i i i ik k k kc Q y m m

c
=z P P- -禳 骣镲镲 ÷ç - +÷睚 ç ÷ç镲 桫镲铪

 

移位修正后得到新基上的估计值，在新基上进行干

扰抵消 1 ˆ ( )
i ii i k k+ ′= −r r z H 。计算新的滤波矩阵

1 ( )
ii k

+
+ ′=G H ，其中 ( )

ik
+′H 是将 ′H 的 1 2, , , ik k k 列置

零后求伪逆得到的矩阵，寻找滤波矩阵行范数最小

的下标值
1 2

2

1 1
{ , , , }

arg min ( )
i

i i j
j k k k

k + +
∉

=


G ， 1i i← + ，不断

地重复上述步骤直到判决出所有新基上对应的估计

信号 ẑ 。 
(3) 根据公式 ˆ ˆ=s Pz 得到原发送信号估计值。 
格缩减BLAST检测与传统BLAST检测的不同

之处在于，对格缩减后的矩阵 ′H 进行干扰删除；另

外对滤波后的估计值，按照上面介绍的移位修正量
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化方法进行移位修正操作，以得到原发送信号估

计 ŝ 。 
2.4  复数域与实数域格缩减算法复杂度比较 

由格缩减算法的计算过程看出，其复杂度在很

大程度上取决于格基矩阵 H 的列交换次数。为了分

析 简 单 ， 假 设 信 道 矩 阵 H 为 一 个 方 阵 即

T RN N m= = ， 此 时 基 矩 阵 列 交 换 次 数 为
2( lg )O m B [11-12]，其中 B 是最长基矢量的范数，格缩

减算法总的计算复杂度为 4( lg )O m B 。 
由式(1)可看出MIMO系统模型构成的是一个复

数域格，若采用实数域格缩减算法，需要先将信道

矩阵 H 和接收信号 r 按下式得到各自的实数域等效

模型： 

R

Re( ) Im( )
Im( ) Re( )

=
H H

H
H H

轾 -
犏
犏臌

  R

Re( )
Im( )

=
r

r
r

轾
犏
犏臌

  (15) 

这种变换使得信号处理维度增大了一倍，而本

文提出的基于Householder变换的复数域格缩减算法

直接在复数域运算，不需要扩大矩阵维数。 
复数域和实数域格缩减算法复杂度的比值为：  

4

4

lg
(2 ) lg

m BK
m B

             (16) 

式中  参数 K 表示平均每个复数运算等价于多少个

实数运算。 

由式(16)可看出，由于满足 1
16
K < ，所以复数域

格缩减算法复杂度小于实数域格缩减算法复杂度。 

3  仿真结果及分析 
考虑一个4发4收的MIMO系统，假设信道为平

坦瑞利慢衰落信道，在一帧中不变化，帧与帧之间

独立变化，QPSK调制，发送端每个天线能量归一化 
为1，发送信号总能量为 s TE N= ， RN 个接收天线总

能量为 R sN E ，承载了 T cN M 个信息比特，信噪比定

义为 b s R
2

0 T c2 n

E E N
N N Mσ

= 。 

为了说明格缩减技术改善矩阵奇异程度的作

用，本文用条件数 1
2 2cond( ) || || || ||A A A= - 说明矩阵的

“好坏”。如果矩阵的条件数越大，矩阵越接近奇异

矩阵，成为病态矩阵的可能性就越大。 
图2a为1 000个样本的 4 4× 随机矩阵的条件数

统计分布直方图；图2b为经过复数域格缩减算法后

得到新矩阵的条件数统计分布图。 
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  b. 复数域格缩减后矩阵条件数分布 
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c. 格缩减前后矩阵条件数分布差值 

图2  格缩减前后矩阵条件比较 

从图2a和图2b可以看出，初始矩阵的条件数分

布在较宽的范围，而且平均值比较大，经过格缩减

处理后，新的矩阵条件数分布不仅扩展区间变小了，

而且主要集中在较小的取值范围。图2c为每个矩阵

格缩减前后条件数的差值分布图。可看出格缩减前

后矩阵条件数差值都大于零，说明矩阵经过格缩减

后，条件数减小了，成为病态矩阵的可能性变小了。

线性ZF、线性MMSE以及与格缩减技术相结合的性

能仿真曲线如图3所示。 
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图3  格缩减辅助的线性检测 

从图中可以看出，采用本文提出的复数域格缩

减技术可以改善系统的性能。在 310- 误比特率时，

采用格缩减的ZF检测与没有格缩减的ZF检测相比，

信噪比提高了大约13 dB。对于MMSE准则，格缩减

带来的性能增益大约为12 dB，对扩展信道模型进行

格缩减与对原始信道进行格缩减相比，带来的性能

增益为1.5 dB左右，因此对扩展信道进行格缩减的

MMSE检测性能更好。而且从图中还可看出，线性

ZF、MMSE检测的分集增益为1，而格缩减辅助的线

性检测性能曲线平行于最大似然检测性能曲线，分

集增益为4dB。 
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图4  格缩减辅助的BLAST检测 
最优排序的BLAST检测及与格缩减技术相结合

的性能曲线如图4所示。 
从图中可以很明显地看出，格缩减技术同样可

以提高BLAST检测的性能。在 310- 误比特率时，格

缩减辅助的ZF-BLAST检测与传统的ZF-BLAST检

测相比，信噪比改善了大约7 dB，基于MMSE准则

时，性能提高了大约2 dB，而且格缩减辅助的

MMSE-BLAST检测和最大似然检测性能非常接近。 
由前面的介绍可知，复数域格缩减的复杂度在很

大程度上取决于列交换的次数。如果满足条件 
2 2 2

1, 1 , 1,k k k k k kr r r− − −′ ′ ′+≤d ，就不需要进行列交换， 

所以上三角矩阵 ¢R 的对角元素应该尽可能小，在进行

格缩减运算前，采用排序的QR分解可以降低格缩减的

计算复杂度。4发4收情况下，复数域格缩减算法中所

需列交换的平均次数随信噪比变化的情况如图5所示。  
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图5  复数域格缩减算法列交换平均次数 
由图可以看出，对于ZF准则，如果采用SQRD

作为初始点，平均列交换的次数由原来的13减小为

5.2。在采用扩展信道模型的MMSE准则下，复杂度

的降低更加明显，在10 dB时，没有预先排序的

MMSE-格缩减算法列交换次数大约为9.5，而以

SQRD作为初始点的列交换次数为1.8，复杂度低了

5倍多，即采用SQRD的解作为起始点进行格缩减算

法可以降低计算复杂度。 

4  结  论 
最大似然检测在误比特率最小的意义下是最优

接收，但其复杂度不可实现。本文提出了基于

Householder变换的复数域格缩减算法，该算法复杂

度小于实数域格缩减算法。仿真结果表明，基于复

数域格缩减技术的MIMO检测算法取得了逼近最优

最大似然检测算法的性能。 
本文研究工作得到北京邮电大学泛网无线通信

教育部重点实验室开放课题项目(2009 10 2)的资助，

在此表示感谢。 
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