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小波采样的滤波算法研究 
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【摘要】针对经典小波采样理论不能如同香农定理应用采样值对连续信号进行滤波，该文在小波采样存在条件下，提出

一种基于采样值的小波滤波算法。该算法突破经典小波采样理论仅研究单个Hilbert空间信号重构的局限性，从多分辨分析逼

近出发，基于采样值构建信号逼近准则函数，进而计算信号在小波空间的正交投影，实现小波滤波。仿真试验证明该算法能

够有效地基于采样值，对连续信号进行小波滤波。 
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Abstract  A new algorithm of wavelet sampling is proposed since the typical wavelet sampling lacks the 

capacity to filter the continuous signal by the samples as Shannon sampling does. From the viewpoint of 
Multiresolution approximation, a new cost function based on the samples is introduced to estimate the 
approximation of signal in this algorithm, so that the signal is decomposed into the orthogonal components, which 
has break through the limit of typical wavelet sampling that only considers the construction of signal in one Hilbert 
space. 
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随着计算机和数字化技术的发展，采样理论成

为现代信号处理的关键技术和重要基础。目前，实

践中普遍采用的 Whittaker-Kotel’nikov-Shannon 定

理(香农定理)难以处理频域非紧支集(非频段有限)
和非均匀采样信号，应用受到极大限制。为解决上

述问题，广义采样理论得到迅速发展，其中小波采

样理论成为广义采样研究的重要分支[1]。 
由于小波采样(基于小波理论实现信号离散化)

基于任何 2 ( )L R 子空间的理论[2]，因此可以有效处理

非频段有限采样问题。文献[3-5]分别利用核函数理

论，在不同的小波空间中，提出小波采样存在(可以

在相应小波空间实现信号离散化)的充要条件。此

后，小波采样的非均匀采样[6-7]、平移不变性和多空

间理论[8-9]迅速发展，并产生了针对各类特殊小波的

采样理论[10-13]。 
尽管小波采样理论研究取得了许多重要成果，

然而与经典采样理论——香农定理相比，小波采样

理论依然有许多值得深入研究的问题，如香农采样

的滤波性质。Possion 定理说明香农采样等同于信号

的低通滤波，因此香农采样不仅可以如同广义采样

实现信号重构，而且可以利用采样值，实现信号特

征提取和正交分解。该性质与香农函数作为特殊小

波父函数，具有多分辨分析性质有密切关系，因此

小波采样完全可以具备同样性质。针对上述问题，

本文探讨小波采样的多空间性质，提出一种快速计

算方法，在小波采样中利用采样值对信号进行小波

滤波，实现香农采样的类似性质。 

1  小波采样的滤波问题 
多分辨分析就是指 2 ( )L R 中满足稠密性、平移不

变性等 6 个性质的一组嵌套空间 { }j jV ，其中

j Z∈ [14]。本文以逼近空间 0V 中的信号作为讨论的

对象，但对于其他多分辨分析逼近空间，本文算法

具有相同的有效性。由于香农函数张成的

Paley-Wiener 空间(P 空间)满足多分辨分析条件，因

此香农采样本质上是小波采样，使得香农采样与普
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通小波采样存在许多共性。基于此，本文通过香农

采样分析小波采样滤波问题。 
设信号 sf 是 P 空间 0V 中的元素，其采样序列表

示为： 

( ) ( ) ( )d s
n

f t f n t nd
+∞

=−∞

= −∑          (1) 

根据 Possion 表达式，采样序列的傅里叶变换为： 

ˆ ( )d
sf w ˆ ( 2 )s

n

f w n= − π∑          (2) 

式中  ˆ ( )sf w 表示 sf 的傅里叶变换。由式(2)可知，

如果采样周期满足 Nyquist 频率，那么 ˆ ( )d
sf w 的低频

段与 ˆ ( )sf w 相同，香农采样信号重构相当于在频段

[ π,π]− 上对 ˆ ( )d
sf w 进行低通滤波。然而从式(2)可以

看出，基于滤波观点，香农采样不仅可以实现信号

重构，而且可以提取信号 sf 的不同频率成分，如通

过低通滤波获取 sf 在频段[ π / 2, π / 2]− 的低频部分。

基于小波理论，相当于将 sf 分解为两个分别属于小

波空间 1W− 与小波父函数空间 1V− 的正交分量。因此，

香农采样滤波等价于信号的小波分解。 
如 果 令 ( )jf t 表 示 香 农 采 样 sf 在

0jV V⊂ ( 1, 2,j = − −  )上的正交分量， ˆ ( )d
sf w 低通滤

波对应的时域表达式为： 

( ) ( ) sinc(2 ) ( / 2 )sinc(2 )j j j
j d s

n

f t f t t f n t n= ∗ = −∑  

 (3) 
式中  sinc( )t 表示香农函数；“∗”表示卷积算子。 

由于式(3)中{ ( / 2 )}j
s nf n 是采样数据的子集，因

此式(3)是采样数据到 jV 正交投影的线性映射。由此

可知，香农采样或者小波采样的滤波性质，就是建

立采样数据与正交分解量之间的映射关系，利用采

样值计算信号在 0V 子空间 jV 上的正交投影。 

2  小波采样滤波算法准则函数 
尽管基于 Possion 表达式，香农采样能够实现信

号在多分辨分析的正交分解，但对于普通的小波采

样，却没有与其相对应的理论，与经典小波采样理

论仅从单空间信号重构角度讨论小波采样理论存在

密切关系。本文从信号逼近角度出发，基于信号逼

近准则函数，获得信号的正交分解量。 
2.1  准则函数表达形式 

准则函数就是基于采样值误差衡量函数逼近误

差的标准。设在 0jV V⊂ 上的小波逼近级数为： 

,( ) ( ) (2 )j
ap n j n n

n n

f t c t c t nf f= = −∑ ∑     (4) 

式中  ,{ ( )}j n ntf 是空间 0V 中的任意 Riesz 基。由于空

间 jV ( j Z∈ )是 2 ( )L R 空间的子集，因此信号与逼近

函数的误差表示为： 
2

2
,ap s ap s ap sf f f f f f− = 〈 − − 〉           (5) 

如果小波多分辨分析空间 0V 存在小波采样，根

据 G G Walter 理论，在 0V 中一定存在正交基{ ( )}k ktγ
及插值小波构成的 Riesz 基{ ( )}k ktϕ 。根据框架理论，

{ ( )}k ktϕ 与{ ( )}k ktγ 之间存在一一线性映射，即： 

( ) lim ( )

( ) lim ( )

L

lL
L
K

kK
K

t t l

t t k

l

ξ

→∞
−

→∞
−


= −



 = −

∑

∑

ϕ γ

γ ϕ
           (6) 

设双无穷矩阵： 
,lim lim( )l k L KK L

q ×→∞ →∞
=Q   ,l k l kq l −= ； ,l z Z∈  (7) 

Tlim lim K L L KK L × ×→∞ →∞
=L Q Q            (8) 

选用定义在 2 ( )l R 上的函数为算法的准则函数： 
T( )J =L LC C C   T

1 1[ ,0, , ]c c−=  C     (9) 

2.2  准则函数合理性分析 
对 ( )JL C 作为算法准则函数的正确性和合理性

进行分析。 
根据逼近理论， ( )J C 可以作为准则函数，等同

于它满足以下 3 个条件： 
(1) 对于任何 2 ( )l R∈C ， ( ) 0J ≥C ，当且仅当

0=C 时， ( ) 0J =CL 。 
(2) 对于任何 2 ( )l R∈C ， ( )J C 都存在，即

( )J < +∞C 。 
(3) ( )J C 与式(5)存在对应关系。 
对 ( )J C 的合理性分析，就是验证 ( )J C 是否满

足上述 3 个条件。由式(8)可知，L 是 Hermitian 矩

阵，如果 ( )J C 满足第一个条件，意味着L 是正定矩

阵，引理 1 证明L 确实满足正定矩阵的要求。 
引理 1  L 是正定矩阵。 
证明  设函数向量： 

T( ) [ , ( 1), ( ), ( 1), ]x x x xϕ ϕ ϕ= + − ϕ  
T( ) [ , ( 1), ( ), ( 1), ]t x x xγ γ γ= + − γ  

根据框架理论，插值函数基{ ( )}k ktϕ 与{ ( )}k ktγ
存在一一映射关系。根据式(6)，该映射关系可以表

示为： 
( ) ( )x t= Qϕ γ               (10) 

因此双无穷矩阵Q 是线性有界可逆变换。由式(8)可
知，L 也是线性有界可逆变换，因此根据 Hermitian
矩阵性质，L 是正定矩阵。证毕。 



                                           电 子 科 技 大 学 学 报                                 第 39 卷   902 

作为准则函数， ( )JL C 之所以需要满足第二个

条件，是因为经典小波采样理论的一个重要结论，

就是当小波采样存在时，小波空间 0V 中的元素与
2 ( )l R 空间中的元素存在一一映射关系，任何属于
2 ( )l R 的采样值{ ( )}s kf k ，都唯一确定 0V 中的信号，

所以任何 2 ( )l R 中的元素都可以通过 ( )JL C 计算确

定相应的逼近误差。引理 2 证明 ( )JL C 确实满足该

条件。 
引理 2  对于任何 2 ( )l R 中的元素C 有： 

T( )J = < +∞C C CL L            (11) 

证明  因为L 是实 Hermitian 矩阵，因此一定存

在正交阵 P ，满足条件： 
T= P PL ∆                 (12) 

式中  ∆ 为对角矩阵。 
将式(12)代入式(9)，可得： 

T T T T( )J = = =C C C C P PC D DL L ∆ ∆    (13) 

式中  =D PC 。因为 P 是正交阵，因此： 
2 2

2 T 2|| || ( ) || ||
l l

= =D PC PC C         (14) 

式中  2
2|| ||
l
 表示 2l 的范数。 

由于L 是正定矩阵，特征值均大于零，因此将

式(14)代入式(13)可得： 
2

2

T 2
sup sup

2
sup

( ) || ||

                || ||
l

l

J K K

K

<= = =

< +∞

L C D D D

C
      

(15)
 

式中  supK 表示L 的最大特征值。证毕。 

( )JL C 需要满足的第3个条件是本算法的关键。

G G Walter 小波采样理论给出了小波采样存在的充

分必要条件，本文将进一步证明，如果小波空间 0V 中

存在小波采样，小波空间中的函数误差可以用函数

( )JL C 表示。因此 ( )JL C 可以很好地满足准则函数

的第 3 个条件。 
引理 3  假设 ( )sf t 和 ( )apf t 是 0V 空间中的两个

元素，且 0V 空间存在小波采样，则： 
2

2
( ) ( ) ( )ap s s apf t f t J− = −F FL         (16) 

式中  sF 与 apF 分别表示函数 ( )sf t 和 ( )apf t 采样值

组成的向量。 
证明  由于 0V 空间存在小波采样，故 0V 空间存

在插值函数基{ ( )}k ktϕ ，且 ( )sf t 和 ( )apf t 可表示为： 

1

1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

N

s s k
k

N

ap ap k
k

f t f k t

f t f k t

ϕ

ϕ

=

=


=



 =

∑

∑
         (17) 

意味着： 

22

2 2
( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )ap s ap s kk

f t f t f k f k tϕ− = −∑   (18) 

由于{ ( )}k ktϕ 与{ ( )}k ktγ 存在一一映射关系，因此将

式(6)代入式(18)可得： 
2

2
2

2
2

2

( ) ( )

( ( ) ( )) lim ( )

( ( ) ( )) ( ) d

( ( ) ( ))

ap s

L

ap s lL
k l L

ap s l k
k l

ap s l k
l k

f t f t

f k f k t k l

f k f k t h t

f k f k

l

l

l

→∞
=−

+∞

−
−∞

−

− =

− − − =

− − =

−

∑ ∑

∑ ∑∫

∑ ∑

γ

γ
   

(19)

 

另一方面： 

1

T
1

( ) [ , ( ( ) ( )) ,

                      ( ( ) ( )) ,

                      ( ( ) ( )) , ]

s ap ap s l k
k

ap s l k
k

ap s l k
k

f k f k

f k f k

f k f k

l

l

l

− −

−

+ −

− = −

−

−

∑
∑
∑

Q F F 



   

(20)

 

由于： 
T T

2

( ) ( ) ( )

                        ( ( ) ( ))

s ap s ap s ap

ap s l k
l k

J

f k f k l −

− = − − =

−∑ ∑

F F F F Q Q F FL

  
(21)

 

因此由式(19)和式(22)可得： 
2

( ) ( ) ( )s ap ap sJ f t f t− = −F FL        (22) 

证毕。 
引理 3 证明 ( )JL C 可以在采样值误差和函数误

差之间建立起一一映射关系。结合引理 1、引理 2
和引理3，可知 ( )JL C 可以作为本文算法的准则函数。 

3  小波采样滤波计算 
引理 3 还证明，信号逼近误差可以通过准则函

数转换为采样值误差。基于引理 3，定理 1 将证明，

信号在 0V 子空间上的正交投影是 0V 子空间 jV 中使

准则函数减为最小的元素。 
基于该重要结论，本文提出相应算法，基于采

样值计算信号在 jV 上正交分量的级数表达式式(4)，
实现小波采样滤波。 

定理 1  令 ( )apf t 表示小波子空间 0jV V⊂ 中的

元素， sf 表示 0V 中的信号，使 ( )s apJ −F FL 减为最

小的 ( )apf t ，一定是 sf 在 jV 上的投影。 
证明   设 W 表示空间 jV 在 0V 的补集，即

0 jV V W= + ；
jV sP f 表 示 sf 在 jV 上 的 投 影 ，



  第6期                                张治国 等:  小波采样的滤波算法研究 903   

jW s s V sP f f P f= − 。由正交投影定理可知， WP f 垂直

于 jV ，而
jV sP f 和 ( )apf t 都属于 jV ，所以： 

2 2
22

2 2
2 2

( ) ( ) || ( ) ||

                           || ( ) || || ||
j

j

ap s V s ap W s

V s ap W s

f t f t P f f t P f

P f f t P f

− = − + =

− +
  

(23)
 

由式(22)和式(23)可知: 
2 2

22
2

2

( )

       ( ) ( ) ( )

jV s ap W s

ap s s ap

P f f t P f

f t f t J

− + =

− = −F FL

     (24) 

由式(24)可知，减小 ( )s apJ −F FL 就相当于减小

函数误差
2

2
( ) ( )ap sf t f t− 。由于

2

2W sP f 是常数，减小

( )s apJ −F FL 相 当于减小
2

2
( )

jV s apP f f t− ，因此

( )s apJ −F FL 当且仅当
2

2
( ) 0

jV s apP f f t− = 时，减为最

小，此时有： 
( )

jV s apP f f t=              (25) 

证毕。 
小波采样滤波，就相当于利用采样数据计算信

号在小波子空间上的正交投影，定理 1 说明只要通 
过减小函数 ( )s apJ −F FL 就可以找到 sf 在子空间 jV

上的投影。由式(4)可知相当于计算一组小波系数
0{ }k kc 满足： 

0

{ }
{ } arg min ( )

k k
k k s ap

c
c J= −F FL        (26) 

式(26)可以通过对 ( )s apJ −F FL 求偏导数获得： 
( , )

0s ap

k

J f f
c

∂
=

∂
L              (27) 

由式(27)可得： 
T T

sF =F L F LFC             (28) 
由 于 T

1 1[ , , , , ]k k kc c c− +=  C ， 双 无 穷 矩 阵

, ,{ ( )}j l l kkf=F 。 

由式(28)可知，双无穷矩阵 TF LF 是向量C 到
T

sFF L 的线性算子，求取方程式(26)的解，关键在于

确定算子 TF LF 是否可逆，定理 2 证明如果 0V 存在

小波采样， jV 是 0V 的子集，则算子 TF LF 总是可 
逆的。 

定理 2  如果 0V 存在小波采样， jV 是 0V 的子

集，信号 sf 是 0V 的元素， ( )apf t 是 jV 的元素，则算

子 TF LF 总存在可逆算子。 
证明  令 T

, ,[ ]k l k lm=F LF 及 , ,[ , ( 1)j k j k lf= −f , 
T

, ,( ), ( 1), ]j k j kl lf f +  ，则： 
T

, , ,k l j k j lm = f Lf                 (29) 

显然， , ( )j k tf 是 0V 中的元素，所以 2
,j k l∈ Lf 。由引理 1～

引理 3 可知： 
T *

, , , , ,

, ,

( ) ( )d

  ( ), ( )

k l j k j l j k j l

j k j l

m t t t

t t

f f

f f

+∞

−∞
= = =

〈 〉
∫f Lf

     (30) 

根据框架理论有： 

, , , ,( ) , ( )j k j k j l j l
l

t tf f f f
+∞

=−∞

= 〈 〉∑           (31) 

式中  , ( )j l tf 表示 , ( )j k tf 的对偶函数。将式(30)代入

式(31)可得： 

, , ,( ) ( )j k k l j l
l

t m tf f
+∞

=−∞

= ∑              (32) 

意味着 TF LF 是从 ,{ ( )}j k ktf 到 ,{ ( )}j k ktf 的可逆算

子。因为 ,{ ( )}j k ktf 和 ,{ ( )}j k ktf 都是 Riesz 基，所以： 

,

T T
,

( ) ( )

( ) ( ) ( )

s k j k
k

k j k j j
k

f t c t

c t t t

f

f

+∞

=−∞

+∞

=−∞

= =

= =

∑

∑ C C





 f f
       

(33)

 

式 (33) 对 任 何 ( )s jf t V∈ 成 立 。 本 文 中

, 1 ,( ) [ , ( ), ( ),j j k j kt t tf f−= f T
, 1( ), ]j k tf +  , ( ) [ ,j t =

f

, 1 ( ),j k tf −


T
, , 1( ), ( ), ]j k j kt tf f +
 

 , kc = ,,s j kf f〈 〉 ，

,,k s j kc f f= 〈 〉 。 

将式(32)代入式(33)可得： 
T T T T( ) ( )j j jt t= =C C C  f f F LFf       (34) 

既然每个 s jf V∈ 都有唯一的展开式(33)，从式(34)可
得： 

T=C CF LF               (35) 
另一方面，因为 TF LF 是从 ,{ ( )}j k ktf 到 ,{ ( )}j k ktf 的

可逆算子，有： 
T T T T 1( ) ( ) ( ) ( )j j jt t t−= =  C C Cf f F LF f     (36) 

式中  T 1( )−F LF 表示从 ,{ ( )}j k ktf 到 ,{ ( )}j k ktf 的可

逆变换。同理可知： 
T 1( )−= F LFC C             (37) 

因为式(35)和式(36)对每个{ }k kc 都成立，因此
TF LF 也是 { }k kc 可逆算子。又因为式(33)对每个

2{ }k kc l∈ 成立，因此式(35)和式(37)意味着在 2l 中，

算子 TF LF 总存在可逆算子。证毕。 
因为由定理 2 可知 TF LF 是可逆线性算子，

TF LF 总存在逆矩阵 T 1( )−F LF ，因此可由式(28)
得到式(26)的解为： 

T 1 T( ) s
−=C FF LF F L          (38) 

由式(38)可知，如果知道采样值 sF 及函数基，就可

以计算出信号正交投影在式(4)中的系数，进而获得
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信号在空间 jV 的正交投影，实现信号滤波。 

如果设式(4)中的小波父函数为香农函数，L 为

单位阵，将L 与香农函数对应的矩阵F 代入式(38)，
计算可得式(3)，从另一方面证实了式(38)的正确性。 

注意到式(4)中的 { }k kf 是空间 0V 的任意Riesz
基，因此本文算法以 0V 存在插值基和正交基为前提

条件，但适用于任何小波父函数基。 

4  算法仿真试验 
4.1  仿真对象 

仿真试验选用 5 阶样条小波多分辨分析作为仿

真对象，其对应的小波父函数 ( )tf 和小波 ( )tψ 分别

如图 1a 和图 1b 所示。由 G G Walter 相关理论可知

5 阶样条小波多分辨分析存在小波采样，所以可以

运用本文的相关算法对信号进行正交分解。 

 

 
图 1  5 阶样条小波父函数及小波 

设： 
5

1
1

5

sin(2 ) (2 )
n

g n t nf −

=−

= −∑  

5
1

2
5

cos(2 ) (2 )
n

g n t nψ −

=−

= −∑  

将函数 1 2
1 22 2

1 2

( )s
g gf t f f
g g

= + = + 作为仿真信

号，试验区间为[−12,12]，如图 2a 所示。由于 1f 和 2f
分别是小波父函数基{ ( )}k ktf 和小波基{ ( )}k ktψ 的线

性张成，因此它们分别是 1V− 和 1W− 的元素，其中 1f 如
图 2b 所示， 2f 如图 2c 所示。 
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图 2  信号及其组成成分 

4.2  信号分解仿真结果 
由小波理论可知， 1f 就是 sf 在 1V− 上的正交投

影，所以运用本文算法在空间 1V− 和 1W− 正交分解 sf ，

将式(38)得到的系数代入(4)， ( )apf t 就应该等于 1f ，
而 ap s apf f f= − 就是 2f 。 

仿真结果如图 3 所示，其中图 3a 是运用式(4)
和式(38)计算得到的 sf 在 1V− 上的正交分解量，图 3b
是相应的 sf 在 1W− 上的正交分解量，图 3c 是运用本

文算法计算得到在 1V− 上的正交分解量 apf 与 1f 的误

差。对比图 2b 和图 2c、图 3a 和 3b，可知运用本文

算法得到的正交分解结果与信号的真实正交分解量

几乎完全一样，其中图 3c 中计算得到的 apf 与 1f 的
最大绝对误差为 62.072 5 10−× ，平均绝对误差为

77.666 1 10−× 。仿真结果之所以存在上述误差，主要

由 3 个原因造成：(1) 仿真中采用数值计算得到小波

父函数和小波函数， 1f 与 2f 只是近似正交，因此算

法获得的正交分解量不可能与 1f 或 2f 完全相同； 
(2) 由于仿真中 apf 采用数值表达式，因此 apf 计算

存在数值误差；(3) 运用式(4)与式(38)计算信号正交

分解量需要从负无穷到正无穷的采样值，而仿真中

只采用了[−12,12]之间的采样值，因此存在截断误

差。从上面的分析可知，如果除去数值计算误差和

截断误差等因素，仿真结果完全可以说明 apf 就是

1f 。 
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图 3  信号分解结果 

5  结  论 
基于小波采样的存在条件，本文从多分辨分析

逼近角度出发，运用插值Riesz基与正交基之间的映

射关系，构建小波空间信号逼近准则函数，利用采

样值衡量信号逼近误差，进而利用该准则函数提出

相应的信号小波正交分解算法，使得小波采样能够

如同香农采样那样，进行小波滤波。 
由于该算法通过准则函数，间接利用了小波采

样的存在性条件和插值Riesz基，因此该算法同样适

用于普通的小波和小波父函数基，使该算法与经典

小波采样算法相比，具有更大的适用性。 
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