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多级疲劳载荷作用下的应力-强度干涉模型 

安宗文，郑  堃，黄建龙  
(兰州理工大学机电工程学院  兰州  730050) 

 
【摘要】为了评估多级疲劳载荷作用下的结构可靠性，假设结构初始强度为服从任意分布的随机变量，根据等损伤比剩

余强度模型推导出多级疲劳载荷作用下的剩余强度表达式。利用通用生成函数法对剩余强度和疲劳载荷构成函数的概率特征

进行计算，从而建立多级疲劳载荷作用下的应力-强度干涉模型。并利用45#钢疲劳试验数据对该模型的有效性进行验证。结

果表明，该模型能够有效地评估多级疲劳载荷作用下的结构可靠度。 
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Stress-Strength Interference Model under Multi-Level Fatigue Loads 
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Abstract  In order to evaluate the structural reliability under multi-level fatigue loads, an expression of 

residual strength is derived from the equivalent damage ratio residual strength model and the assumption that the 
initial strength is a random variable of any distribution. Then a stress-strength interference model under 
multi-fatigue loads is proposed by employing the universal generating function to calculate the probability 
characteristics of a function constituted by fatigue loads and residual strength. The fatigue experimental data of 45# 
steel is used to testify the proposed model. The results indicate that the proposed model can be used to evaluate the 
structural reliability under multi-level fatigue loads. 
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应力-强度干涉(stress-strength interference，SSI)
模型是结构可靠性分析的基本工具。该模型通常将

结构应力和强度视为相互独立的随机变量，进而将

结构可靠度定义为强度大于应力的概率。由于工程

实际中结构应力和强度统计特征的复杂性、多样性，

传统SSI模型在进行一些特定条件下的结构可靠性

分析时，表现出一定的局限性。因此，许多研究人

员考虑结构应力和强度的工程特点，研究了各类特

定条件下的SSI模型。 
文献[1]考虑应力与强度退化的相关性，研究了

复合应力作用下强度退化的SSI模型。文献[2]建立了

周期性随机应力作用下强度退化的SSI模型。文献[3]
将SSI模型解释为载荷加权平均模型，提出随机恒幅

循环载荷条件下的异量纲SSI模型.。文献[4]构造了

具有一般意义的强度随机退化方程，提出随机载荷

作用下的动态SSI模型及递推算法。文献[5-6]采用连

续变量离散化的思想，提出离散型SSI模型和强度退

化服从Gamma过程的SSI模型。文献[7]基于通用生

成函数技术提出强度与应力单向相关的SSI模型。 
多级疲劳载荷是工程实际中常见的一种载荷形

式。为了评估多级疲劳载荷作用下的结构可靠度，

本文将结构初始强度视为随机变量，根据文献[8]提
出的等损伤比剩余强度模型，建立多级疲劳载荷作

用下的SSI模型，进而利用45#钢的疲劳实验数据验

证该模型的有效性。 

1  通用生成函数法简介 

文献[9]提出通用生成函数(universal generating 
function)，目前已广泛应用于多态系统可靠性分析[10-11]

及工程结构可靠性分析[5-7]。本文简要介绍通用生成

函数法的基本计算原理，有关通用生成函数的数学

理论基础，可参考文献[11]。 
假设 X 为离散型随机变量，其概率质量函数

(probability mass function，pmf)由向量 x 和 p 表示为： 
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根据通用生成函数法的基本原理，随机变量 X 的u-
函数为： 
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X 的u-函数形式上是关于变量 z 的多项式，它与 X
的pmf具有一一对应的关系。因此u-函数本质上仍是

离散型随机变量概率特征的一种描述。 
考虑 n个相互独立的离散型随机变量 1X 、 2X 、

、 nX ，以及由这些随机变量构成的任意函数

21 ,( , , )nXf X X 。根据通用生成函数法，该函数的

概率特征同样可由其u-函数表示。而且利用通用生

成 函 数 法 定 义 的 组 合 算 子 ， 离 散 函 数

21 ,( , , )nXf X X 的u-函数可通过对其自变量u-函数

的运算得到。 
设每个随机变量 ( 1,2, , )iX i n=  的u-函数为： 
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则函数 21 ,( , , )nXf X X 的u-函数为： 
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式中  ⊗ 为通用生成函数法定义的组合算子。该算

子本质上定义了对离散型随机变量进行运算的规

则。简单而言，离散型随机变量u-函数的运算过程

相似于普通多项式的乘法运算，多项式系数可直接

相乘，但指数项严格按照函数 1 2( , , , )nf X X X 的定

义及属性运算(与普通多项式乘法运算完全不同)，运
算过程中可以合并同类项。 

2  多级疲劳载荷作用下的SSI模型 
2.1  多级疲劳载荷 

假定在役结构承受 k 级疲劳载荷的作用，疲劳

载荷幅值分别为 1S 、 2S 、、 kS ，各级载荷作用

的次数分别为 1n 、 2n 、、 kn ，k 级疲劳载荷按照

1 2 k、、 、的确定顺序依次加载。 

2.2  等损伤比剩余强度模型 
文献[8]首先定义结构在疲劳载荷作用下的损伤

比为剩余强度降低量与最大降低量的比值，进而认

为两级疲劳载荷作用下的损伤状态相同是指两者的

损伤比相等。两级载荷作用下，等损伤比模型的意

义如图1所示。如果疲劳载荷 1S 作用下的剩余强度沿

AB退化，疲劳载荷 2S 作用下的剩余强度沿ACD退

化，则载荷 2S 作用 21n 次的损伤比与载荷 1S 作用 1n
次的损伤比相同。 

 
图1  两级载荷下等损伤比剩余强度模型 

基于上述思想，文献[8]得到任意 k 级疲劳载荷

条件下等损伤比剩余强度模型为： 
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式中  (0)Y 为结构初始静强度； k 为载荷当前级；

in 、 iN 分别为第 i 级载荷作用时的循环次数和循环

寿命； kS 为第 k 级载荷峰值； 1kn 是为了达到与第1
级载荷作用 1n 次相同的损伤比，第 k 级载荷需要作

用的循环次数； kc 为对应第 k 级载荷作用下的剩余

强度退化参数。 
式(5)及式(6)本质上提供了计算 k 级载荷作用下

结构剩余强度的递归算法。若令 k 级载荷作用的总

次数为 n，则有： 
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结构在 k 级疲劳载荷作用下的剩余强度 ( )Y n 需要从

1( )Y n 、 1 2( )Y n n+ 、、 1 2 1( )kY n n n −+ + + 依次递

推计算而得。 
通过上述迭代过程可得式(6)的另一种表达式为： 
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一般情况下，参数 ( 1,2, , )i i in N c i k= 、 、 均为已知

量。因此，由式(8)递推计算得到的 11 21 1kn n n、 、 、 可

以视为一组常数，令： 
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代入式(5)可得： 
(0) [ (0) ]( ) kY YY Cn S= − −         (10) 

考虑结构强度的不确定性，假设结构初始强度

(0)Y 为随机变量，则由式(10)可知，多级疲劳载荷

作用下的结构剩余强度 ( )Y n 也是服从某种分布的随

机变量。 
2.3  多级疲劳载荷作用下的SSI模型 

根据 SSI 模型的基本思想，多级疲劳载荷作用

下，结构动态可靠度为当前剩余强度大于当前作用

载荷幅值的概率，即： 
( ) Pr{ ( ) ( )}R n Y n S n= >           (11) 

式中  n为 k 级载荷作用的总次数； ( )Y n 为剩余强

度； ( )S n 为当前作用载荷幅值。由于载荷作用的总

次数在时间上对应最后一级(第 k 级)载荷的作用结

束，因此 ( ) kS n S= ，代入式(11)可得： 
( ) Pr{ ( ) }kR n Y n S= >            (12) 

以下采用通用生成函数法求解上式表述的概率

值。使用通用生成函数法求解上述概率值的关键在

于求解剩余强度 ( )Y n 的u-函数。由式(10)可知，剩余

强度 ( )Y n 与初始强度 (0)Y 具有确定的函数关系，因

此需要将连续型随机变量 (0)Y 离散化，之后利用通

用生成函数法计算 ( )Y n 的u-函数。 
假设初始强度 (0)Y 为分布已知的连续型随机变

量。首先根据结构的实际工况条件确定其近似有界

区间 min max(0) , (0)Y Y〈 〉 ；将该区间划分为若干个子区

间，以每个子区间的中点值作为离散型初始强度

(0)Y 的一个可能取值，以每个子区间上概率密度曲

线所包含的面积为该可能取值对应的概率值，便可

将已知概率密度函数的连续型随机变量近似转化为

已知pmf的离散型随机变量。 
将初始强度 (0)Y 的近似有界区间划分为任意

m 个子区间，则其pmf为： 
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根据式(2)，初始强度 (0)Y 的u-函数为： 
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由于式(10)中 kS 和C 均为常量，将它们视为取

值确定(对应概率为1)的特殊随机变量，则它们的u-
函数分别为： 
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为了求解剩余强度 ( )Y n ，定义离散函数

( (0), , )kf Y S C 为： 
( (0), , ) ( (0) )k kf Y S C Y S C= −       (16) 

将式(14)、式(15)代入式(16)，可得函数 ( (0), , )kf Y S C
的u-函数为： 
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将式(17)、式(14)代入式(4)，可得剩余强度 ( )Y n 的u-
函数为： 
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根据通用生成函数法的基本原理可知，式(18)
的最终形式仍为多项式。不失一般性，将其记为： 
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式中  niy 和 ( 1,2, , )iP i K=  分别为剩余强度 ( )Y n
的所有可能取值及其对应的概率值； K 为所有可能

取值的个数。由于利用通用生成函数法进行计算时

允许合并同类项，因此 2K m≤ 。 
将式(19)表示的多项式中指数大于 kS 的各项系

数求和，可得式(12)表示的概率值，即结构可靠度。

为描述方便，定义示性函数为： 
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则式(12)可表述为： 
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称为多级疲劳载荷作用下的 SSI 模型。 

3  算例分析 
45#钢初始强度(静强度)服从正态分布，均值为

(0) 833.6Yµ =  MPa，标准差为 (0) 8.336Yσ =  MPa。分

别在3级疲劳载荷作用下对试件进行疲劳寿命试验，

结果如表1所示[12]。 
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表1  45#钢疲劳试验数据 

疲劳载荷幅值/MPa 循环寿命 剩余强度退化参数 

1 278S =  5
1 1.646 10N = ×  1 4.186c =  

2 395S =  3
2 4.928 10N = ×  2 3.902c =  

3 317S =  4
3 3.220 10N = ×  3 4.092c =  

假设由45#钢制造的机械零件工作中承受上述3
级疲劳载荷的作用，加载次序为 1S 、 2S 、 3S ，各级

载 荷 的 工 作 循 环 次 数 分 别 为 1 30 000n = 、

2 2 500n = 、 3 10 200n = 。计算3级疲劳载荷作用结

束时的零件可靠度。 
将初始强度 (0)Y 进行离散化，确定其近似区间 

为 (0) (0) (0) (0)3 , 3Y Y Y Yµ σ µ σ〈 − + 〉 ，并将该区间均匀划 

分为6个子区间；以每个子区间的中点值为初始强度

的1个可能取值，以每个子区间上概率密度曲线所包

含面积为该取值对应的概率，可得离散化初始强度

的pmf为： 
0

0

(812.8,821.1,829.4,837.8,846.1,854.4)
(0.02,0.14,0.34,0.34,0.14,0.02)
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y
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根据式(14)，初始强度 (0)Y 的u-函数为： 
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将各级载荷工作循环次数及剩余强度退化参数

代入式(8)可得， 11 0n = 、 21 793n = 、 31 21 923n = 。 

进而根据式(9)可得 0.99C = 。 
由零件的加载顺序可知，最后作用的载荷是 3S ，

因此， 3kS S= 。 
由式(15)可得C 和 3S 的u-函数分别为： 
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将 (0) ( )Yu z 、
3
( )Su z 、 ( )Cu z 代入式(17)，可得离

散函数 ( (0), , )kf Y S C 的u-函数为： 
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将 (0) ( )Yu z 、 ( )fu z 代入式(18)，可得剩余强度

( )Y n 的u-函数为： 

( ) (0)( ) ( ( ), ( ))Y n Y fu z u z u z= ⊗ =  
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根据式(21)可知，该零件在3级疲劳载荷作用结

束时(载荷作用总次数为 1 2 3 42 700)n n n+ + = 的可

靠度 (42 700)R 为： 

1

(42 700) ( )
K

i ni
i

R P yα
=

= =∑  

0.000 4 0.002 8 0.019 6 0.006 8
0.047 6 0.115 6 0.006 8 0.047 6
0.115 6 0.115 6 0.002 8 0.019 6
0.047 6 0.047 6 0.019 6 0.000 4
0.002 8 0.006 8 0.006 8 0.002 8

0.000 4 0.635 6

+ + +
+ + + +
+ + + +
+ + + +
+ + + +

=

 

由上述计算过程可知，当3级疲劳载荷作用结束

时，常数 0.99C = 。根据式(10)可知，此时零件的剩

余强度已经非常接近当前(第3级)疲劳载荷幅值 3S ，

零件可靠度处于较低水平。因此，该算例中零件可

靠度计算结果与实际工况比较吻合。 

4  结  论 
本文考虑按确定顺序加载的多级疲劳载荷作用

及结构初始强度的随机性，利用等损伤比剩余强度

模型及通用生成函数法建立多级疲劳载荷作用下的

SSI模型，为特定条件下结构疲劳可靠度分析与评估

提供应用依据。应用案例验证了该模型的有效性。

由于通用生成函数法具有程式化的运算规则，便于

编程计算，因此本文提出的SSI模型具有计算简便的

特点，易于工程应用。 
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