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区间参数智能梁结构闭环系统动态特性分析 
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【摘要】以区间参数压电智能梁结构为研究对象，建立了基于位移反馈控制结构闭环系统动态特性分析的有限元模型。

在材料物理参数和几何尺寸等为区间变量时，分析了结构质量矩阵和刚度矩阵的不确定性。并从求解结构振动动态特性的

Rayleigh商出发，利用区间变量运算法则推导出了结构闭环系统固有频率的数字特征表达式。通过算例，考察了区间参数对结

构固有频率特性的影响，并验证了所建模型和方法的可行性与合理性。研究结果表明，利用区间系数分析法来研究压电智能

梁结构闭环系统的动态特性具有一定的工程应用价值。 
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Dynamic Characteristic Analysis of Closed Loop Systems  

for the Intelligent Beam with Interval Parameters 
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Abstract  Piezoelectricity intelligent beam structures with interval parameters are researched in this paper. 
The finite element modeling of structural close loop systems for dynamic characteristic analysis is established by 
displacement feedback control method. The uncertainty of mass matrix and stiffness matrix are analyzed when the 
structural physical parameters and geometric dimensions etc are interval variables. The computation expression of 
structural natural frequency of close loop systems is obtained by employing Rayleigh quotient and interval 
algorithms. The effects of the uncertainty of structural interval parameters on structural natural frequency are 
inspected. In addition, the modeling and the method presented in this paper are verified through an example. The 
results illustrate that the interval coefficient method has important engineering value in dealing with the dynamic 
characteristic of close loop systems of the intelligent beam. 
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随着现代科学技术的发展，越来越多的压电材料

被广泛应用于各种智能结构系统中。为此，对含有压

电材料的智能结构系统进行动态特性分析尤为重要。

文献[1]建立含压电传感器和执行器的智能结构平面

梁单元模型，分析了在无外力而只有外电场作用下梁

的静力位移响应。文献[2]分析了具有分布压电传感器

和执行器的4边简支方板在开、闭环状态下的动态特

性，讨论了模态形状和相应的模态电压以及各阶固有

频率随反馈增益的变化情况。文献[3]采用随机因子法

分析了随机参数智能结构的动力特性。文献[4]针对压

电智能梁结构，采用6个位移自由度、2个电自由度的

有限元模型，分析了随机参数压电智能梁结构的开环

动态特性。然而，迄今为止，智能结构动力分析几乎

均属于确定性模型和概率模型，关于区间参数智能梁

结构闭环动态特性分析的文献少有报道。 
由于区间分析方法只需要给定参数取值的上下限

范围即可，且可以保留信息的完整性，故近年来利用

区间方法进行结构分析的研究日益受到重视，如文献

[5-11]分别研究了区间参数结构的特征值、动力响应分

析、动力优化、可靠性问题、误差分析等问题。 
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本文以压电智能梁结构为研究对象，采用位移

反馈控制规律建立了结构闭环系统的有限元运动微

分方程；利用区间系数法分析了结构物理参数和几

何尺寸分别或同时为区间变量时对结构闭环系统动

态特性的影响；并通过算例与区间变量取区间均值

时的确定性模型进行了比较。结果表明，基于区间

系数法处理压电智能梁结构闭环动态特性是一种较

方便、可行而合理的方法。 

1  闭环系统智能梁结构的动力学有限
元方程 
考虑长为 L 、宽为 w、厚为 H 且各向同性的平

面弹性梁，其上下表面均匀地粘贴一层厚度均为 h
的压电片，上表面的传感层和下表面的致动层采用

相同的材料。整个梁沿轴线方向被离散为若干个单

元，相邻两个单元上的压电片电极之间彼此绝缘，

并假设一个压电片只有两个电自由度。令其单元外 
加作用载荷 e

p = 0F ，单元阻尼矩阵 e = 0C ，则由 

Hamilton原理和变分运算可推导出单元的动力学微

分方程为： 
( )e e e e e e e e e

m p ma aa ms ss+ + − − = 0M u K K u K V K V    (1) 
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x y+ = −∫∫K u K V σ        (2) 

d d
e

e e e e e
sm ss ss s

A
x y+ = −∫∫K u K V s         (3) 

式中： 

,

,

T

, ,

T

T

 

T T T
31

 

2T
33

 

d

d

d

( )d

( )d

e
i

e
m

e e
s a

e
a s

e
a s

e

V
i m s a

e
m m u u

V

e
P p u u

V V

e e e e
ma am ms sm u

V

e e e
aa ss

V

V

E V

E V

e h V

e h V

ρ
=

+

=

=

=

= = = =

= =

∑ ∫

∫
∫

∫
∫

M N N

K B B

K B B

K K K K B

K K

 

(4)

 

eu 、 e
u 分别为结构的位移和加速度响应列阵； eM 为

结构的单元质量矩阵； e
mK 、 e

pK 分别为基梁和压电

层的单元刚度矩阵； e
aaV 、 e

ssV 分别为单元压电致动

层和传感层上的电压； e
aσ 、 e

ss 分别为单元致动层和

传感层的外加电荷面密度； eA 为单元致动层或传感

层的表面积；N 、 uB 分别为单元的形函数矩阵和应

变矩阵；ρ 为基梁或压电层材料的密度； 31e 为压电

系数； 33
ee 为压电片介电常数；其中下标 s、a、m 分

别表示压电传感层、致动层和基梁部分。 
设其传感层上的电压为零，利用压电传感层上

的正压电效应，由式(3)可得仅有智能梁结构变形引

起的输出电压为： 
1e e e e

ss ss sm
−= −V K K u               (5) 

由文献[12]及式(1)～式(3)可推得压电致动层表

面的电荷密度产生的节点力为： 
1 d d

e

e e e e
a am aa aa

A
x y

h
−= − ∫ ∫

ζF K K V        (6) 

式中，ζ 为压电体的绝对介电常数。 
考虑位移反馈控制对结构振动控制与抑制的作

用，利用输入到压电致动层的反馈电压与压电传感

层的输出电压成正比例的关系可得： 
1e e e e

aa ss ss sm
−= = −V GV GK K u         (7) 

将式(4)～式(7)代入式(1)，则经单元组集可得智

能梁结构闭环系统的动力学有限元微分方程为： 
+ = 0Mu Ku              (8) 

式中： 

m p= +M M M             (9) 
1 1

1 1

m p ma aa am ms ss sm

ma aa ss smwl hζ

− −

− −

= + + + −K K K K K K K K K

  K K GK K
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式中，G 为位移反馈增益矩阵。 

2  区间参数压电智能梁结构的不确定
性分析 

2.1  区间分析法 
设 R 为实数域，对于给定的实数 lX ， uX ∈ R，

且 l uX X≤ ，则有： 
[ , ] { : , }I l u l uX X X X X X X X= = ∈ ≤ ≤R   (11) 

式中， IX 为有界闭区间； lX 、 uX 为区间变量 X 的

上下界； ( ) / 2c l uX X X= + 为区间 IX 的均值或中间

点； ( ) / 2r u lX X X= − 为区间 IX 的离差或半径。令

/ ( ) /( )r c u l l uX X X X X Xδ = = − + 为区间 IX 的区

间变化率，令 /I cX Xη = 为区间系数，则 I cX Xη= ，

( / , / )l c u cX X X Xη ∈ ，可知η 的均值为1。由此可见，

区间系数η 描述了区间变量 IX 的不确定性，对任意

已知上下界的区间参数而言，均可求出其相应的区

间系数。 
2.2  区间参数智能梁结构的质量矩阵与刚度矩阵

的建立 
本文考虑智能梁结构的所有物理参数和几何尺

寸均为区间变量的最一般情况，且梁结构中的压电

材料(传感层和致动层)为同一种材料。利用区间系

数，则结构的区间物理参数为 1
c

m p ρρ λ ρ η ρ= = ，

3
c

m p EE E Eλ η= = ， 31e =
31 31

c
e eη ，

33
33 33( )e
e e c

e
e eη= ，
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c
ξξ η ξ= ；而结构的区间几何参数为 c

LL Lη= ，

2H hλ= = c
H Hη ， c

ww wη= ；相应区间增益矩阵为
c

Gη=G G ，其中 ρη 、 Eη 、
31eη 、

33
ee

η 、 ξη 、 Lη 、 Hη 、

wη 、 Gη 为压电智能梁结构物理参数和几何参数的区

间系数， cρ 、 cE 、 31
ce 、 33( )e ce 、 cL 、 cH 、 cw 、 cξ

为相应的区间均值， 1λ 、 3λ 、 3λ 为比例常数。由区

间变量、区间系数以及区间均值的对应关系，将弹

性体、压电材料的物理参数和几何参数从式(9)～式

(10)中提出，即可得到关于区间参数压电智能梁结构

的总质量和总刚度矩阵分别为： 
* *
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式中，
1

* * * *
p ma ms G= = =K K K K ，其中 *

mM 、 *
pM 、 *

mK 、

*
pK 、 *

GK 分别为各区间系数取均值时弹性体和压电 

体的总质量、总刚度矩阵以及位移反馈矩阵的确定

性部分。 
根据区间运算法则[13]，可以得出以下关系式的

变换： 
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式中，
2

l
Eη 、

2

u
Eη ，

3

l
Eη 、

3

u
Eη 分别为区间参数

2Eη 、
3Eη

的最大值和最小值。令
14E E=η λ η ， 4λ 为比例常数，

则区间参数压电智能梁结构的总刚度矩阵式(13)可
表示为： 

* * *
3 1 4( / / )E w m p p= + +η η λ λK K K K       (17) 

3  区间参数智能梁结构闭环动态特性
的数字特征 
对结构动态特性的分析涉及到各阶固有频率和

所对应的固有振型向量，两者为一一对应关系，且

完全正相关。因此，确定了结构的每一阶固有频率，

也就确定了与之相对应的振型，故只需分析结构的

固有频率。将式 (12)、式 (17)代入结构动力学的

Rayleigh商表达式，即有： 
2 T T{ } [ ]{ } /{ } [ ]{ }i i i i i=ω X K X X M X  

可得： 

1
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式中， iω 为结构第 i 阶固有频率；{ }iφ 为结构第 i 阶

模态向量； * T * * *
1

3 4

1 1{ }i i m p p

 
= + + 

 λ λ
K K K Kφ { }iφ 为其

区间参数 ρ 、L、H、w取均值为1时的第 i 阶主刚度；
* T * *

1 2{ } [ /( )]{ }i i m p i= + λ λM M Mφ φ 为其区间参数E、L、

H、w 取均值为1时的第 i 阶主质量。由于 *
iK 、 *

iM 两

者之间的分散性是完全正相关的，故其比值为确定

性量。 
令 2 * */i i iω = K M 即为结构第 i 阶固有频率平方

的区间均值， E w H ww ρη η η η η η= 为 2
iω 的区间系数，

则式(18)可表示为： 
2 2
i i= ωω η ω               (19) 

因此， ωη 的取值范围将决定 2
iω 区间分散性的大小。

取 1 E wη η η= 、 2 H wρη η η η= ，根据区间乘法运算法则

可求得 1η 、 2η 区间的上下界分别为 1
lη 、 1

uη 和 2
lη 、 2

uη 。

由区间除法运算法则进一步可得到 ωη 的上界 l
ωη 和

下界 u
ωη ，即有： 
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1 2 1 2 1 2 1 2min{ / , / , / , / }l l u l l u u u l
ωη η η η η η η η η=    (20) 

1 2 1 2 1 2 1 2max{ / , / , / , / }u l u l l u u u l
ωη η η η η η η η η=    (21) 

由于结构的固有频率大于零，所以对区间系数

ωη 进行开平方运算时，其上下界可直接取为 l
ωη 、

u
ωη ，则式(19)可表示为： 

i i=  ωω η ω                 (22) 

iω 的区间变化率为： 
/ ( ) /( )

i

r c u l l u
i i i i i iω

δ ω ω ω ω ω ω= = − +      (23) 

式中， ωη 、 iω 分别为 iω 的区间系数和区间均值，

且均值均为1； u
iω 、 l

iω 分别为区间 iω 的上下界； r
iω 、

c
iω 分别为 iω 的区间半径和区间均值。 

4  算  例 
压电智能悬臂梁结构单元划分与节点编号如 

图1所示，其传感层和致动层都由同一种PVDF压电

材料均匀地粘贴在弹性体的上、下表面，沿梁的轴

向被均匀离散为4个单元，其中节点编号由左向右依

次为1～5，单元编号由左向右依次为①～④，每个

单元的长度l=(7.35, 8.65) cm，其上下两层压电片厚度

h=(0.075,0.125) mm，基梁厚度H=(4.37,5.63) mm，梁

宽w=(4.83,5.17) mm。PVDF的物理区间参数为：压电

常数 e 3 1 = ( 0 . 0 4 5 , 0 . 0 4 7 ) C / m 2，介电常数 33
ee =  

10(1,1.122) 10  f/m−× ，弹性模量E p =(1 .97 ,2 .03 )× 

109 N/m2，密度 (1.695,pρ = 1.905) 310×  3kg/m 。弹

性体的物理区间参数为：密度 (7.695,  8.305)m = ×ρ  
3 310 kg/m ，弹性模量 mE = (1.83, 11 22.37) 10  N/m× ，

控制增益 =G (88.5, 91.5)I ， I 为单位矩阵。 

 
图1  智能悬臂梁结构图 

本文依据式(20)～式(21)在结构物理参数( ρ 、

E )和几何参数( H 、w )分别为区间参数以及同时为

区间参数时，计算闭环结构固有频率 iω 的区间系数

ωη 的区间均值以及上下界，如表1所示。对应于表1，
表2给出了压电智能悬臂梁结构闭环系统相应的3种
区间模型其结构的前5阶固有频率的取值范围以及

区间均值，并列出了在物理参数与几何参数分别和

同时为区间参数时结构固有频率的区间变化率。为

了对比本文方法的正确性，在确定性模型中给出了

所有区间变量取区间均值时，结构闭环系统固有频

率的确定性模型计算结果。 

表1  固有频率区间系数的取值范围 

区间模型 c
ωη  l

ωη  u
ωη  

区间模型Ⅰ：  
(0.874,1.126) (0.966,1.034)

1
H w
c c c c

E H wρ

η η

η η η η

= =

= = = =

；
 1.019 0 0.940 1.098 

区间模型Ⅱ： 
(0.962,1.038) (0.871,1.128)

1
E

c c c c
H w E

ρ

ρ

η η

η η η η

= =

= = = =

；
 1.007 5 0.923 1.092 

区间模型Ⅲ： 
(0.874,1.126) (0.966,1.034) (0.962,1.038)

(0.871,1.128) 1
H w

c c c c
E H w E

ρ

ρ

η η η

η η η η η

= = =

= = = = =

； ；

；
 1.030 0 0.800 1.260 

表2  闭环系统固有频率取值范围及区间均值的计算结果 

固有频率 iω /Hz 确定性模型 区间模型Ⅰ 区间模型Ⅱ 区间模型Ⅲ 

11 1 1( , ) / /l u c
ωω ω ω δ  

- - 
/71.402 1/- - 

(64.579 3,78.438 1) 
/71.437 3/0.096 9 

(65.903 3,77.970 1) 
/71.401 2/0.083 9 

(57.254 7,90.176 1) 
/71.568 4/0.223 3 

22 2 2( , ) / /l u c
ωω ω ω δ  - - 

/392.010 2/- - 
(354.592 4,430.688 5) 

/392.248 2/0.096 9 
(361.793 6,428.037 5) 

/391.975 8/0.083 9 
(314.266 3,494.969 4) 

/392.832 9/0.223 

33 3 3( , ) / /l u c
ωω ω ω δ  - - 

/955.686 4/- - 
(864.795 2,1 050.381 8) 

/956.631 9/0.096 9 
(881.950 1,1 043.433 9) 

/955.525 6/0.083 9 
(766.033 8, 1 206.503 2) 

/957.542 3/0.223 3 

44 4 4( , ) / /l u c
ωω ω ω δ  - - 

/1 563.147 0/- - 
(1 414.058 3,1 717.517 7) 

/1 564.223 8/0.096 9 
(1 442.879 2,1 707.068 4) 

/1 563.249 5/0.083 9 
(1 252.921 9,1 973.352 0) 

/1 566.152 4/0.223 3 

55 5 5( , ) / /l u c
ωω ω ω δ  - - 

/3 058.224 6/- - 
(2 764.575 5,3 357.858 3) 

/3 058.158 8/0.096 9 
(2 820.209 1,3 336.585 4) 

/3 055.481 2/0.083 9 
(2 447.401 0,3 854.656 6) 

/3 059.251 3/0.223 3 

 
对比表2中区间变化率的计算结果可知，在结构

几何参数和物理参数的区间分散性相同的情况下，

几何参数对结构闭环系统固有频率的区间分散性影

响较大；在结构物理参数和几何参数同时为区间变
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量时，结构固有频率的区间变化率将显著增大。 

5  结  论 
本文利用位移反馈控制规律建立了压电智能梁

结构闭环系统的区间模型，对结构的物理参数和几

何参数均为区间变量的情况下，通过区间分析法分

析了压电智能梁结构闭环系统的动态特性。 
算例计算结果表明，本文建立的区间参数压电

智能梁结构闭环系统的计算模型是合理的。该方法

的优点在于只需已知系统中诸区间参数的上下界，

根据区间变化率的大小即可反映出结构参数对固有

频率区间分散性的影响程度。 
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