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【摘要】本文研究了满足线性择优模式的生长网络，解析得到了度分布的递推表达式，在此基础上证明了在一定条件下

其近似解析解符合Mandelbrot分布 ( ) ( )p k k c γ−∝ + 分布，并得到了幂律指数 γ 和漂移量 c 的具体表达式。文章指出了传统解析

中差分近似中存在着对漂移量 c 的估计偏差，通过数值对比实验，验证了本文所提出的方法的准确性。  
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Abstract  This paper studies the growing networks with linear preferential attachment The recursive formula 

of degree distribution is presented. we prove that the approximate analytical solution of the recursive formula is in 
accordance with Mandelbrot law distribution ( ) ( )p k k c γ−∝ +  in certain conditions and then we obtain the 
concrete expressions of the scaling exponent γ  and the shifting coefficient c . It is concluded that there is a 
deviation of shifting coefficient c  in the approximation of traditional difference analysis. The accuracy of this 
method is confirmed by numerical experiments.   
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现实世界中许多系统都可以用复杂网络进行描

述[1-7]，网络节点可以广义地理解为系统元素和边为

元素间的相互作用或联系。复杂网络将统计物理、

随机数学与系统科学融为一体，不仅可以体现出生

物、技术及社会等各种复杂系统的结构，而且是研

究它们特征和功能的有效工具。其中，网络的演化

模型及其背后隐藏的演化机制，是复杂网络研究的

基本问题。近年来，文献[8-9]提出的小世界网络和

无标度网络，为实际网络分析中观察到的随网络规

模对数增长的平均距离、高于随机网络的局部集聚

性和近似幂律的度分布等特征提供了较为合理的解

释，成为推动复杂网络研究热潮的原创力量。 
文献[8-9]认为，增长和择优是网络自组织演化

过程中涌现出标度律的两个基本机制。它们从“富

者更富”理念出发建立网络模型(BA网络)，引入 
择优连接 ( )i i j

j

k k k= ∑∏ 演化机制，通过平均场

近似方法，解析出网络的度分布为 2 3( ) 2p k m k −= ，

其中，p(k)表示度分布，2m为网络的平均度[9-10]。 
事实上，真实网络的度分布往往不严格满足幂

函数律，而仅仅是接近于幂律分布。如科学家合作

网络的度分布服从带有指数截断的幂函数律[11]，用

户-对象二部分图中，用户的度分布服从广延指数分

布[12]；航空网络的度分布服从双段幂律分布[13]等。

本文特别关注 ( ) ( )p k k c γ−∝ + ，该分布最早被文献

[14]提出，称为Mandelbrot分布律，也被称做漂移幂

                                                        



                                           电 子 科 技 大 学 学 报                                 第 40 卷   164 

律[15]，其中， γ 是幂律指数， c 是漂移量。最近的

实证研究显示，很多网络的度分布可以用Mandelbrot
分布律更好地进行刻画[16-17]，即使是BA网络，利用

主 方 程 严 格 计 算 的 度 分 布 为 ( )p k =  
2 ( 1)

( 2)( 1)
m m

k k k
+

+ +
[3]，近似可化为 3( ) ( 1)p k k −∝ + ，也满

足Mandelbrot分布律。 
可采用多种方法对演化网络的度分布进行解

析，如平均场、主方程及率方程等[18-20]。以前的研

究过分关注幂指数，忽略了对于漂移量的解析和数

值研究，并且由于对微分方程近似处理不当，产生

了较大的误差。本文利用率方程的方法[21-23]，引入

与度 k 线性择优的连接方式，严格导出度分布的递

推关系，并得到了更为精确的Mandelbrot律指数γ 和

漂移量 c 的具体解析表达式，指出了传统解析中差

分近似存在的对漂移量估计的偏差。数值实验显示，

漂移量c会对网络度分布的形态产生不可忽略的影

响，并且本文得到的解析结果更加精确。 

1  线性择优模型 
本文的模型不同于经典的BA模型[9]，用线性择

优的方式，实现了在网络增长时择优连接和随机连

接的过渡。构建网络算法如下：1) 初始化。初始给

定 0m 个节点的全连通网络，其中相比于网络演化的

最终节点数 N ， 0m 要远小于 N ；2) 演化。每个时

间步，在原网络中增加一个新节点，并且从该新加

入的节点引出m 条边，与原网络中的节点相连，与

每个点相连的概率与该节点的度线性相关，即：新

加入的节点与原网络中的节点 i 连接的概率满足： 

 

2 ( )
( )

2
2 ( )

               

i i
i

i

i
i

k m kk
N mN

m k
k

α β α β

α β

+ +
= = =

+

∏

∑
      

(1)

 

式中， ik 为节点 i 的度数；α 和 β 为可调参数。本

文将证明α 和 β 中只有一个是独立变量。此外，需

要注意排除自身到自身的连线和重复连线。 

2  率方程解析 
率方程的解析基于当 N 相对于 0m 较大时，每一

次新加入节点和连边，对于度的分布几乎没有影响

的假设。 
在某一时间步，当网络中的节点为 N 并且 N 相

对于 0m 较大时，网络增长处于稳态，记度为 k 的节

点在整个网络中所占的比率为 ( )p k ，则度为 k 的节

点数为 ( )Np k ，其中度分布满足加归一化条 
件 ( ) 1

k

p k =∑ 。下一个时间步，加入一个新的节点

后，度为 k 的节点数为 ( 1) ( )N p k+ 。参考式(1)对于

( )k kπ α β= + 的线性择优连边模式，其中k为节点的

度。每个新加入的节点度为 m ，用 ( ) ( )m k p kπ 表示

度为 k 的节点与新加入的节点连边的数目，因此有

( ) ( )
k

m k p k mπ =∑ 。根据每一次新加入节点和连边

对于度的分布几乎没有影响的假设，由率方程可得： 
( 1) ( ) ( ) ( 1) ( 1)

          ( ) ( ) km

N p k Np k m k p k
m k p k

π
π δ

+ = + − − −
+

   
(2)

 

式中， ( 1) ( 1)m k p kπ − − 和 ( ) ( )m k p kπ 分别表示加入

新的节点后，新连边产生的由原来度为 1k − 的节点

变成度为 k 的节点和原来度为 k 的节点变成度为

1k + 的节点的数目。当 k m> 时，式(2)变成： 
( )(1 ( )) ( 1) ( 1)p k m k m k p kπ π+ = − −       (3) 

线性择优连边模式 ( )k kπ α β= + 中的参数

0α ≥ 和 1 1β− ≤ ≤ 需 满 足 归 一 化 条 件

( ) ( ) 1
k

k p kπ =∑ ，即α 和 β 两个参数中只有一个是

独立的，即： 
( ) ( ) ( ) ( )

2 1
k k

k p k k p k

k m

π α β

α β α β

= + =

< > + = + =

∑ ∑
      

(4)
 

解得： 
1
2m

βα −
=                 (5) 

将式(5)代入式(3)和式(2)，得到： 
2(1 ) 2( ) 1 ( 1)

(1 ) (1 )
m mp k k k p kβ β
β β

   +
+ = + − −   − −   

  (6) 

令： 
2 1

(1 )
2(1 )

(1 )

ma

mb

β
β

β
β

 = − −
 + =
 −

             (7) 

得到度分布满足的递推关系为： 

( ) ( 1)k ap k p k
k b

+
= −

+
            (8) 

由于 a和 b 不是整数，所以对式(8)一般不能写

出简单形式的解析表达式。但当mβ 较小时，a和b
都是有限大小的数，当 k 较大时，可以得到近似的

解析解，将式(8)两边取对数： 
( )lg lg

( 1)
p k k a

p k k b
+

=
− +

            (9) 
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式(9)即可用Mandelbrot分布律 ( ) ( )p k k c γ−∝ + 作很

好的近似，此时将横坐标改为 lg( )k c+ ，在新的双

对数坐标下，幂律指数 γ 为： 

lg

1lg

k a
k b

k c
k c

γ

+
+=

− +
+

             (10) 

变形得到：  
1 11 1 ( 1)

lg lg
1 11 1

a c
k k

b c
k k

γ
+ + −

=
+ +

      (11) 

将式(11)两边按
1
k
进行泰勒展开，当展开到2阶项时，

可得到幂律指数为： 
21

1
b aγ

β
= − = +

−
           (12) 

漂移量为： 
1 1 2

2 1
b a mc β

β
+ + +

= =
−

         (13) 

由式(12)和式(13)可知，幂律指数γ 虽然只取决

于独立变量 β ，漂移量 c 与 β 和m 都有关系。当mβ
较大或 1β → 时， a和b 都是很大的数，式(11)的两 

边不能按
1
k
展开，网络的度分布趋于随机网络的指

数分布。当取 0β = 时，
1

2m
α = 是与度成正比的择 

优连接。可计算得到 1a = − ， 2b = ， 3γ = ， 1c = ，

网络是标准的BA网络，Mandelbrot分布律近似可化 

为 32( ) ( 1)
(2, 1)

p k k
mψ

−= − +
+

，其中 ( )xψ 为digamma 

function， ( )( , )
n

n

d xn x
dx
ψψ = 。 

对于式(8)，如采用传统的差分方法求解，会对

漂移量的计算带来很大误差，这是因为若采用向后

差分方法，由于： 
d ( ) ( 1)
d
p p k p k
k

= − −           (14) 

其中，
d( ) ( )
d

k a pp k p k
k b k

+  = − +  
移项得到： 

d (1 ) ( ) ( )
d
p k b a bp k p k
k k a k a

+ −
= − =

+ +
 

又得到： 
( )( ) ( ) b ap k k a − −∝ +            (15) 

若采用向前差分方法，由于： 

d ( 1) ( )
d
p p k p k
k

= + −           (16) 

首先将式(8)化为： 
1( 1) ( )
1

k ap k p k
k b

+ +
+ =

+ +
         (17) 

再将式(17)代入式(16)得到： 
1( ) ( )
1

dp k ap k p k
dk k b

+ +
+ =

+ +
 

移项得到： 
d
d
p
k

=
1 1 ( ) ( )
1 1

k a a bp k p k
k b k b

+ + − − = + + + + 
 

又可得到： 
( )( ) ( 1) b ap k k b − −∝ + +           (18) 

与式(13)比较，在 k 较小时，显然式(15)和式(18)会
带来很大误差。 

 
图1  线性择优演化网络度分布的数值模拟与解析结果比较 

 
图2  线性择优演化网络度分布的数值模拟与解析结果比较 

3  数值模拟 
通过数值模拟，比较了本文的解析结果式(13)

与向后差分式(15)和向前差分式(18)的漂移量解析

结果。如图1和图2所示，本文的结果能够更好刻画

线性择优演化网络的度分布。图1中粗黑实线是数值
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模拟结果，虚线、点线和点划线分别代表向后差分、

向前差分和本文的解析结果。小图是度在50～200
一段的放大图。网络参数为 0 11m = ， 5m = ， 

20 000N = ， 0β = ，
1 0.1

2m
α = = ；数值模拟结果 

是100次独立试验的平均值。 

图2中粗黑实线是数值模拟结果，虚线、点线和

点划线分别代表向后差分、向前差分和本文的解析

结果。小图是度在50～200一段的放大图。网络参数 

0 11m = ， 5m = ， 20 000N = ， 0.2β = ，
1
2m

βα −
= =  

0.08；数值模拟结果是100次独立试验的平均值。 
特别地，由上面的推导可知，一般网络的度分

布 均 遵 从 “ 漂 移 幂 律 ”， 根 据 式 ( 1 3 ) ， 

要求漂移量 0c = ，此时，
1

2m
β = − ， 2

2 1
4
m
m

α +
= ，

4 1
2 1

ma
m

+
= −

+
，

2
2 1

mb
m

=
+

，
23

2 1m
γ = −

+
， 实 

现这样的网络只要将BA网络中的正比择优连接，修

正为如下的线性择优连接： 

2

1 1
2 2( )

2

i i

i
i

i

m k m m k m
k

m Nm k

   + − + −   
   = =∏ ∑

 

即： 

2

1
2( )

2

m k m
k k

m
π α β

 + − 
 = + =         (19) 

显然： 
1 2
2

( ) 1
i

i
i

i i
i

m k mN mN
k

m k

+ −
= =

∑
∑∏ ∑

   (20) 

率方程为： 
( 1/ 2)( 1)( 1) ( ) ( 1)

2
( 1/ 2)              ( )(1 )

2

m k mN p k Np k
mN

m k mNp k
mN

+ − −
+ = − +

+ −
−

 

(21)

 

即： 
( 1/ 2)( 1)( ) ( 1)

2
( 1/ 2) ( )

2

m k mp k Np k
mN

m k m Np k
mN

+ − −
= − −

+ −
 

得到： 

4 1
2 1( ) ( 1)

2
2 1

mk
mp k p kmk
m

+
−

+= −
+

+

          (22) 

采用与前文相同的方法，两边取对数后展开近似，

可以解得度分布为： 
23

2 1( ) mp k k
− +

+∝              (23) 

对应的漂移量 0c = ，可称为无偏差的无标度网络。 
图3给出了对漂移量为0和漂移量为45的两个模

拟结果的对比，数值模拟结果是100次独立试验的平

均值。可以看出，具有较大漂移量的网络，存在低

头现象，且尾部下降很快，更接近个指数函数的形式。 

 
     图3  漂移量对网络度分布的影响 

在线性择优模式下，如果新加入的节点的度为

m ，则： 

( )k kπ α β= +
1
2

k
m
β β−

= +  

本文严格证明了度分布的递推关系满足 ( )p k =  

( 1)k a p k
k b

+
−

+
；其中

2 1
(1 )

ma β
β

= −
−

；
2(1 )

(1 )
mb β
β

+
=

−
。

当 mβ 较小时，网络的度分布可以表示为漂移幂律

分布， ( ) ( )p k k c γ−+− ，其中，漂移幂律指数 1γ = +  
2

1 β−
，漂移量

1 1 2
2 1

b a mc β
β

+ + +
= =

−
。当 mβ 较大

或 1β → 时，网络趋于随机网络。 

取特殊线性择优模式 2

1
2( )

2

m k m
k

m
π

 + − 
 = 时，

所 得 到 的 网 络 是 没 有 偏 差 的 无 标 度 网 络
23

2 1( ) mp k k
− +

+∝ 。 

4  结  论 
本文指出了传统解析中差分近似中存在的对漂
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移量估计的偏差，通过数值对比实验，验证了所提

出方法的准确性；揭示了率方程解析线性择优演化

网络中对漂移量估计存在的问题；理清了解析近似

中存在的错误认识；提出了更精确的近似方法。本

文对深入理解并正确运用率方程有重要的借鉴意义。 
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