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【摘要】将灰色理论与马尔可夫链相结合，提出了基于灰色马尔可夫链的接收机钟差预测模型。首先根据灰色理论对钟

差序列数据进行拟合以及初步预测，然后以拟合曲线为基础划分状态空间，通过马尔可夫状态转移概率矩阵对初步预测值进

行修正。在预测过程中，不断引入最新数据并剔除最旧数据，对模型进行实时更新，以进一步提高预测精度。实例计算验证

了该模型的有效性与可行性。 
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Abstract  By combining the advantages of both grey theory and Markov chains, a new grey Markov model 
for predicting receiver clock bias is presented in this paper. The grey theory is utilized to fit the sequence of 
receiver clock bias and calculate the initial predicted values. Then the state space is divided according to the fitting 
values. Finally, the initial predicted values are revised by means of Markov state change probability matrix. 
Meanwhile, the newest data is gradually added while the oldest one is removed from the original data sequence. In 
this way, the presented model can be updated in real time and the forecasting precision can be further improved. 
Test results are presented to demonstrate the validity and feasibility of the model. 
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接收机钟差序列建模和预测在GPS不完整星座

定位[1-2]、辅助RAIM算法进行故障卫星检测与识别
[3-5]等方面都具有非常广泛的用途。影响钟差序列的

因素的复杂性、模糊性和波动性，均对预测增加了

难度，如何建立合理的模型以提高其建模和预测精

度，一直是众多学者讨论的重点。 
目前，钟差序列建模主要以多项式方法或改进

的多项式方法为主。多项式方法计算简单、参数容

易估计，但是很难应用于复杂时间序列的处理。文

献[6]指出，一个变化异常复杂的非线性、非平稳随

机序列难以使用单一模型进行有效预测。鉴于此，

本文提出了基于灰色马尔可夫链的钟差预测模型。 

1  灰色马尔可夫模型可行性分析 
灰色理论是由著名学者邓聚龙教授于1982年首次

提出的一种信息处理方法，其研究对象为信息部分确

定、部分不确定的灰色系统[7-9]。灰色理论对序列进行

预测时，通过对原始数据进行累加操作挖掘出序列内

部的有序的指数规律，建立相应的指数预测模型，从

而反映出预测对象的发展趋势。灰色理论的实质是用

指数曲线拟合原始数据，其预测结果是一条较为平滑

的指数曲线，因而对于波动性较大的序列拟合较差，

预测精度较低。马尔可夫链预测根据系统状态之间的

转移概率预测系统的未来情形，适合于随机波动性较

大数据的预测[9]，恰恰可以弥补灰色理论的局限性。 
钟差序列受多种因素的影响，很难了解其细致

的变化规律，符合灰色系统的特点。因此本文尝试

将钟差变化过程视为灰色系统，根据灰色理论对钟

差进行预测，并运用马尔可夫链对预测结果进行修

正，通过两种方法的有机结合进一步提高钟差预测

精度。此外，模型没有对序列作任何形式的分解处

理，可以充分利用原序列所包含的信息。 
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2  钟差灰色马尔可夫模型 
2.1  基本思想 

基于灰色马尔可夫链的钟差预测模型，首先根

据灰色理论对钟差进行处理，得到拟合序列以及一

步预测值；然后根据拟合序列划分状态空间，并计

算状态转移概率矩阵；最后根据概率矩阵对预测结

果进行修正，进一步提高预测精度。 
此外，本文对用于建模的钟差序列设置固定的

长度，在建模过程中不断引入最新数据并剔除最旧

数据，以保证序列长度不变，不仅降低了建模过程

的计算量，而且实现了参数的实时更新。整个钟差

预测模型的流程如图1所示。 

接收机钟差数据

建立灰色模型

钟
差
预
测
值

更新钟差数据：

计算拟合序列

划分状态空间

计算状态转移概率矩阵

( ), 1, 2, ,T k k L= 

(1) (2), , ( ) ( 1)L L= = +T T T T
 

图1  钟差预测流程图 

2.2  具体实现 
根据灰色理论对序列进行建模前，必须确保原

序列中各项符号一致[10]。若不一致，则给每个元素

都加上一个常数 c ，使序列的符号一致；然后在此

基础上建立灰色模型并进行预测；最后从预测值中

减去常数 c 即可。常数 c 取值的原则是，符号与原

序列中绝对值最大的数的符号一致，且其绝对值应

大于原序列中绝对值最大数的绝对值。 
下面对序列 [ (1), (2), , ( )]L= T T T T 建立灰色马

尔可夫模型。 
2.2.1  钟差序列灰色建模 

1) 对序列T 进行一次累加，生成序列 (1)T ： 

(1)

1

( ) ( )    1,2, ,
k

i

k i k L
=

= =∑ T T       (1) 

2) 对于序列 (1)T ，其变化趋势可以近似用如下

的一阶线性微分方程进行描述： 
(1) (1)d

d a ut + =T T             (2) 

式中， a 为发展灰数，表示由模型计算得到的序列

值的发展态势； u 为内生控制灰数，其大小反映序

列的变化关系。 
3) 运用最小二乘法对参数 a和 u 进行估计： 

T T 1 T[ ] ( )a u −= M M M V           (3) 

其中： 

[ ]T(2) (3) ( )

( (1) (2)) 2 1
( (2) (3)) 2 1

( ( 1) ( )) 2 1

L

L L

 =

 − + 
   − + =     − − + 



 

V T T T

T T
T T

M

T T

       (4) 

4) 根据参数 a 与 u 的估计值，计算序列 (1)T 的

预测序列 (1)
T ： 
(1) ( 1) ( (1) / )e /akk u a u a−+ = − +T T       (5) 

5) 计算序列T 的预测序列 T ： 

(1) (1)

(1) 1
( )

( ) ( 1) 2
k

k
k k k

=
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

  ≥
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预测曲线 T 较好地反映了原始数据T 的总体变

化趋势，但未考虑预测对象受到的各种随机因素的

影响，因而需要对其进行修正。 
2.2.2  状态空间划分 

常用的状态空间划分方法包括相对值法、平行

曲线法、残差标准化离差法等。由于平行曲线法具

有区间划分规模小、运算速度快等特点，因此本文

采用该方法划分状态空间。 
以预测曲线 T 为基准，将原序列划分为3个平行

的条形区域，每个区域表示一个状态区间。3个状态

空间分别表示预测对象停留在本状态、向上一个或

者下一个状态转移[10]。 
令： 

max{| ( ) ( ) | 1,2, , }k k k L= − =

δ T T      (7) 

根据δ 值，采用平行曲线法划分出的3个状态空

间为： 
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2.2.3  确定状态转移概率矩阵 
假设 ijP 表示系统从状态 i 一步转移到状态 j 的

概率，则状态一步转移概率矩阵 P 为： 
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若 ijN 表示由状态 i 一步转移到状态 j 的样本
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数， iN 表示处于状态 i 的样本数，则状态一步转移

概率 ijP 可表示为： 
/       1,2, ,ij ij iN N i M= = P         (10) 

由于序列的最后一个状态转向不明显，因此在

计算 iN 时要去掉序列中最后一个数据。 
2.2.4  计算预测值 

传统马尔可夫链方法运用矩阵 P 中某一行元素

的最大值进行预测，但是当该行中出现两个或多个

相同的概率且最大时，需要考察两步或多步转移概

率矩阵，导致计算过程较为复杂。 
本文与传统思路不同，综合考虑了预测对象在

某一时刻所有可能的转移状态及其转移概率，采用

加权求和的方法计算预测值。假设 k 时刻系统处于

iS 状态，则考察矩阵 P 的第 i 行元素，并以 ijP 为权

值加权计算第 1k + 时刻的预测值： 

1 2
1

1ˆ ( 1) ( ( 1) ( 1))
2

M

ij j j
j

k S k S k
=

+ = × + + +∑T P    (11) 

3  实例应用 
为了验证模型效果，以定位解算过程中实际采

集的两组接收机钟差数据为例进行分析，并与多项

式模型加以比较。试验所用数据如图2所示，数据采

样间隔均为1 s，采集时间为5 min。 
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a. 第一组钟差数据                b. 第二组钟差数据 

图2  接收机钟差数据 

由图2可知，本文所用钟差数据较大，若对其直

接进行建模则计算过程复杂，同时状态空间划分不

明显，因此，本文首先对两组钟差数据进行一次差

分预处理。图2a数据呈现递增趋势，其一次差分序

列均为正数，符号一致；图2b数据随时间逐渐递减，

其差分序列均为负数，符号相同。因此，可以直接

对原数据的一次差分序列建立灰色马尔可夫模型。 

当数据较少时，模型难以反映出序列特征，预

测精度低；若数据较多，模型计算量大。考虑到计

算复杂度以及状态空间划分等因素，本文根据30个
历史钟差数据进行建模并预测。在预测过程中，及

时补充新数据并去掉旧数据，使建模序列能不断反

映系统目前的特征。 
分别运用本文模型以及多项式模型对上述两组

接收机钟差数据进行预测，图3为预测误差曲线。其

中，CM表示本文提出的基于灰色马尔可夫链的接收

机钟差组合预测模型(combined model)，PM表示多

项式模型(polynomial model)，以下相同。 
图3a表明，对于第一组钟差数据而言，多项式

模型以及本文模型的最大预测误差分别为9.027 8 m
和5.198 6 m，两者相差3.829 2 m；在图3b中，两种

模型的最大预测误差为8.942 7 m和5.177 8 m，本文

模型降低了3.764 9 m。以上数据说明，本文模型预

测误差较小，预测精度高于多项式模型。 
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a. 第一组预测误差 
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b. 第二组预测误差 

图3  预测误差曲线 

根据图3计算出的两组钟差数据的预测误差累

积分布值如图4所示，图中实线和虚线分别代表本文

模型以及多项式模型的预测误差累积分布值。从图4
中可以看出，对于相同的误差限值，本文模型预测

误差的累积分布值高于多项式模型，即本文模型的

误差分布较为集中，处于小预测误差范围内的数据

点较多。如对于两组钟差数据，本文模型预测误差

小于3 m的数据个数分别占预测数据总数的88.89%
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和83.70%，而多项式模型的这两项指标为72.22%和

71.48%，本文模型分别提高了16.67%和12.22%。 
以上对比分析表明，基于灰色马尔可夫链的钟

差预测模型，其实质是根据灰色模型提取钟差序列

宏观上的变化趋势，再辅以马尔可夫链对序列的微

观波动进行修正，两者结合起来对既有一定趋势性

又存在随机波动的钟差序列短时预测具有很好的效

果，其精度优于传统的多项式方法。 
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   a. 第一组误差分布 
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  b. 第二组误差分布 

   图4  预测误差累积分布值 

4  结 束 语 
本文提出基于灰色马尔可夫链的接收机钟差预

测模型，并通过实际算例验证了该模型在钟差预测

方面的有效性与可行性，为钟差预测问题的解决提

供了有益的探索和尝试。 
钟差预测精度的提高可以增强其辅助RAIM算

法进行故障卫星检测与识别的效果，后续工作将集

中于钟差辅助RAIM算法的研究；另外，在3颗卫星

的条件下，引入钟差辅助进行GPS不完整星座定位

也有待于进一步研究。 
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