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【摘要】基于rough集的偶序对〈下近似,上近似〉表示，通过改进基于rough集的逻辑系统的方法引入新的rough蕴涵算子，

研究了它的基本性质，并将其进一步拓广到一般正则双Stone代数中，证明了添加新蕴涵算子后的正则双Stone代数构成MV-代
数。其次，以上述结果为背景，建立了一个基于rough蕴涵的逻辑形式系统RSL，其语义是扩展的rough双Stone代数；同时，

引入RSL-代数的概念，并证明了逻辑系统RSL的标准完备性定理(基于由近似空间确定的标准RSL-代数)。最后，说明了逻辑

系统RSL是著名模糊逻辑系统Łuk(即Łukasiewicz连续值逻辑系统)的语义扩张，从而从一个特殊的视角揭示了rough集与模糊逻

辑的联系。 
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Abstract  From the description of the pairs 〈low approximation, upper approximation〉 of rough sets, a new 
rough implication operator is introduced by modifying the method by Ref. [1], some algebraic properties of this 
rough implication operator are investigated, and these results are generalized to regular double Stone algebras and 
the following important result is proved: the regular double Stone algebra with the new rough implication operator 
is an MV-algebra. Further more a rough logic system RSL is constructed, its schematic is rough sets and 
extensional regular double Stone algebras. The completeness theorem of RSL is proved by introducing the notion 
of RSL-algebra. Finally, the relationship between rough logic RSL and fuzzy logic Łuk (continuous-valued 
tukasiewicz logic system) is discussed. 
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自文献[1]创立rough集理论以来，一方面，rough
逻辑的研究一直受到大批学者的广泛关注[1-6]，但涉

及rough蕴涵的研究却很有限。另一方面，rough集与

模糊集理论作为处理不确定性现象的两种数学方

法，其结合研究同样是活跃的研究方向[7-8]，但把

ruogh逻辑与近年模糊逻辑[9-13]最新进展直接进行结

合的逻辑学研究却未曾见到。本文从改进文献[2]中
给出的rough蕴涵出发，构建了新的rough蕴涵算子，

并在此基础上建立了基于rough蕴涵的逻辑形式系

统RSL，证明了它是著名模糊逻辑系统Łuk(即
Łukasiewicz连续值逻辑系统)的扩张，从一个特殊的

视角揭示了Rough集与模糊逻辑的密切关系，从而对

上述两个方面的不足给出一种全新的解决方案。 

需要说明的是：1) 与文献[6,14]不同的是，本

文不仅研究新rough蕴涵算子的构造及其代数性质，

而且基于此建立了新的逻辑形式化系统RSL，并证

明了它的标准完备性定理，与传统rough逻辑[4]的研

究方法不同，也与将模糊集与rough集相结合构建模

糊rough集模型[7-8]的思路不同，因而具有一定的创新

意义。此外，文献[5]中虽然也给出了一个基于rough
双Stone代数的逻辑演算系统，但没有给出rough蕴涵

的具体定义且没有证明标准完备性定理。2) 本文是

对文献[13]第五章“与模糊逻辑相关的rough逻辑系

统”主要结果的改进，一些仍然适用的结论的证明

过程被省略了，请参阅文献[13]。 
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1  rough蕴涵与逻辑系统Łuk 
定义 1  设U是非空集，R是U上的等价关系，

称序对 (U,R)为近似空间。对任意X⊆U，集合∪

{[x]|x∈X}称为X的上近似，记为Xu，其中[x]表示x所
在的R等价类；集合∪{[x]|[x]⊆X}称为X的下近似，

记为Xd。(U,R)上的一个rough集是指序对〈Xd,Xu〉，
X⊆U。(U,R)上所有rough集构成的集称为完全rough
集代数(full algebra of rough sets)，记为Sbr(U,R)。 

注：本文的 full algebra of rough sets及记号

Sbr(U,R)源自文献[15]。 
定义 2  设(U,R)为近似空间，Sbr(U,R)为(U,R)

上所有Rough集构成的族，θ=〈∅,∅〉，I=〈U,U〉。对任

意〈Xd,Xu〉，〈Yd,Yu〉∈Sbr(U,R)定义〈Xd,Xu〉⊆〈Yd,Yu〉当且

仅当Xd≤Yd，Xu≤Yu，〈Xd,Xu〉∨〈Yd,Yu〉=〈Xd∪Yd,Xu∪

Yu〉 ， 〈Xd,Xu〉∧〈Yd,Yu〉=〈Xd ∩ Yd,Xu ∩ Yu〉 ，

〈Xd,Xu〉
*= ,u uX X′ ′ ，其中“′”表示集合论中的补运

算，则称(Sbr(U,R);∨,∧,*,θ,I)为粗Stone代数。 若在粗

Stone代数中再定义如下一元运算： 
〈Xd,Xu〉

+= ,d dX X′ ′ ，∀〈Xd,Xu〉∈Sbr(U,R) 
则称(Sbr(U,R);∨,∧,*,+,θ,I)为rough双Stone代数。 

注：可以证明(此略)，上述定义的运算∨、∧、*、+

均在Sbr(U,R)上封闭。 
定义  3  设 (U,R) 为近似空间， (Sbr(U,R); 

∨,∧,*,+,θ,I)为rough双Stone代数。定义Sbr(U,R)上的算

子→ND如下：  
∀〈Xd,Xu〉，〈Yd,Yu〉∈Sbr(U,R)，〈Xd,Xu〉→ND〈Yd,Yu〉= 

〈 uX ′ ∪Yd∪(Yu∩ dX ′ ), dX ′ ∪Yu〉 
称为Sbr(U,R)上的ND型蕴涵算子。 
注：1) 上述蕴涵是文献[2]中rough蕴涵概念的

改进，故称为ND型，即new D-type；2) 上述定义源

自文献[16]，不过在该文献里是基于Boole代数上广

义rough集模型的，也没有论证其封闭性。 
定理 1  设(U,R)为近似空间，(Sbr(U,R);∨,∧, *,+,θ,I)

为rough双Stone代数，→ND是ND型蕴涵算子，则： 
1) ∀〈Xd,Xu〉 ， 〈Yd,Yu〉∈Sbr(U,R) ， 〈Xd,Xu〉→ 

ND〈Yd,Yu〉=〈( dX ′ ∪Yd)∩( uX ′ ∪Yu), dX ′ ∪Yu〉； 
2) ∀ϕ,ψ∈Sbr(U,R)，ϕ→NDψ =(ϕ+∨ψ)∧(¬ϕ∨ψ *+)，

¬ϕ =ϕ+∧(ϕ∨ϕ *)； 
3) ∀ϕ,ψ∈Sbr(U,R)，ϕ→NDψ=(ϕ+∨ψ)∧(ϕ+∨ψ*+)∧ 

(ϕ ∨ϕ*∨ψ*+)； 
4) Sbr(U,R)关于→ND是封闭的； 
5) ∀ϕ∈Sbr(U,R)，¬ϕ =ϕ→NDθ。 
证明  参见文献[13]中的定理5.2.4。 

定义 4  设(U,R)为近似空间，(Sbr(U,R);∨,∧,*,+, 
θ,I)为rough双Stone代数。定义Sbr(U,R)上的运算⊗ND

如下：  
∀〈Xd,Xu〉、〈Yd,Yu〉∈Sbr(U,R)，〈Xd,Xu〉⊗ND〈Yd,Yu〉= 

〈Xd∩Yd,Xu∩Yu∩(Xd∪Yd)〉称为Sbr(U,R)上的ND型模

算子。 
定理 2  设(U,R)为近似空间，(Sbr(U,R);∨,∧,*,+,θ, I) 

为rough双Stone代数，⊗ND是Sbr(U,R)上的ND型模算

子，则： 
1) ∀ϕ，ψ∈Sbr(U,R)，ϕ⊗NDψ=(ϕ++∧ψ)∨(ϕ∧ψ++)； 
2) ∀ϕ,ψ∈Sbr(U,R)，ϕ⊗NDψ=¬(ϕ→ND¬ψ)； 
3) Sbr(U,R)关于⊗ND是封闭的。 
证明  依据定义，可直接验证1)和2)成立。而由1)

及∨、∧、+的封闭性知，Sbr(U,R)关于⊗ND封闭。 
定理 3  设(U,R)为近似空间，(Sbr(U,R);∨,∧,*,+, 

θ,I)为rough双Stone代数，→ND是ND型蕴涵算子，⊗ND

是Sbr(U,R)上的ND型模算子，则： 
1) (Sbr(U,R);⊗ND,I)是以I为单位的交换半群； 

2) ∀ϕ,ψ,χ∈Sbr(U,R) ， ϕ≤ψ→NDχ 当 且 仅 当

ϕ⊗NDψ≤χ； 

3) ∀ϕ∈Sbr(U,R)，¬¬ϕ=ϕ； 

4) ∀ϕ,ψ∈Sbr(U,R)，(ϕ→NDψ)∨(ψ→NDϕ)=1。 
证明  参见文献[16]。 
运用文献[17]中的Theorem 16易得如下定理。 
定理 4  设(U,R)为近似空间，(Sbr(U,R);∨,∧,*, +,θ,I)

为rough双Stone代数，→ND是ND型蕴涵算子，则： 
1) ∀ϕ,ψ∈Sbr(U,R)，(ϕ→NDψ)→NDψ =ϕ∨ψ； 
2) ∀ϕ,ψ∈Sbr(U,R),  
(ϕ→NDψ)→NDψ=(ψ→NDϕ)→NDϕ。 
定义 5[9-10,13]  设S是所有命题变元之集，F(S)

是由S生成的(→,¬)-型自由代数，其中→、¬分别是

二元、一元逻辑联结词。逻辑系统Łuk由MP规则及

以下公理构成： 
1) ϕ→ (ψ→ϕ)； 
2) (ϕ→ψ)→((ψ→χ)→(ϕ→χ))；  
3) (¬ψ→¬ϕ)→(ψ→ϕ)； 
4) ((ϕ→ψ)→ψ)→ ((ψ→ϕ)→ϕ)。 
同时，在系统Łuk中，用ϕ∨ψ表示(ϕ→ψ)→ψ，

用ϕ∧ψ表示¬(¬ϕ∨¬ψ)，用ϕ&ψ表示¬(ϕ→¬ψ)。 
按常规方法，可在Łuk中定义“证明”、“定理”

等概念。如果ϕ是系统Łuk中的定理，则记为ϕ。 
定义 6[9,13]  设(L;∨,∧,0,1)是一个有界格，其中1

和0分别是最大元和最小元。如果L上还有两个二元
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运算⊗和→，且满足： 

1) (L;⊗,1)是以1为单位的交换半群，即⊗满足交

换律和结合律且1⊗x=x，∀x∈L； 
2) (⊗,→)是伴随对，即x⊗y≤z 当且仅当x≤

y→z，∀x,y,z∈L，则称(L;∨,∧,⊗,→,0,1)为剩余格。 

定义 7[9,13]  设(L;∨,∧,⊗ →,0,1)是一个剩余格，

若L满足以下条件： 
1) (x→y)∨(y→x)=1，∀x,y∈L； 
2) x∧y= x⊗(x→y)，∀x,y∈L。 

则称(L;∨,∧,⊗,→,0,1)为BL-代数。一个BL-代数L若还

满足条件： 
3) (x→0)→0=x，∀x∈L，则称(L;∨,∧,⊗,→,0,1)为

MV-代数。 
一个MV-代数(L;∨,∧,⊗,→,0,1)称为标准MV-代

数，如果它被定义在实单位区间[0,1]，即L=[0,1]，∨、
∧ 分 别 为 max 、 min ， 且 ⊗ 、 → 分 别 定 义 为

x⊗y=max(x+y−1,0)、x→y=min(1−x+y,1)、∀x,y∈[0,1]。 
定义 8[9-10,13]  设(L;∨,∧,⊗,→,0,1)是MV-代数，

映射 v:F(S)→L称为L-赋值，如果 (∀ϕ,ψ∈F(S))，
v(¬ϕ)=v(ϕ)→0 ， v(ϕ∧ψ)=v(ϕ)∧v(ψ) ，

v(ϕ&ψ)=v(ϕ)⊗v(ψ)，v(ϕ→ψ)=v(ϕ)→v(ψ)；设ϕ∈F(S)，
如果对任意L-赋值v均有v(ϕ)=1，则称ϕ为L-重言式，

记为Lϕ；如果L=[0,1]，简称L-重言式为1-重言式或

重言式，相应地Lϕ简记为ϕ。 
定理 5(完备性定理)[9-10]  形式系统Łuk相对于

标准MV-代数是完备的，即对任意的公式ϕ以下条件

等价： 
1) ϕ 是Łuk中的定理，即ϕ； 
2) 对任意MV-代数L，ϕ是L-重言式，即Lϕ； 
3) 对任意线性MV-代数L，ϕ 是L-重言式，即Lϕ； 
4) 对标准MV-代数L，ϕ 是重言式，即ϕ。 
由定理3、定理4及定义7可得如下定理。 
定理 6  设(U,R)为近似空间，(Sbr(U,);∨,∧,*,+,θ,I) 

为rough双Stone代数，→ND是ND型蕴涵算子，⊗ND

是Sbr(U,R)上的ND型模算子，则(Sbr(U,R);∨,∧,⊗ND, 
→ND,θ,I)是一个MV-代数。 

2  正则双Stone代数及其上的rough 
蕴涵 
对 于 任 意 近 似 空 间 (U,R) ， 前 面 称

(Sbr(U,R);∧,*,+,θ,I)为rough双Stone代数，实际上它是

一个特殊的正则双Stone代数。本节将ND型蕴涵算子

和ND型模算子推广到一般的正则双Stone代数，为下

节建立基于rough集的逻辑系统做准备。 
首先给出正则双Stone代数的有关概念和结论，

它们主要来自文献[18-20]。 
定义 9[18,19]  双Stone代数是一个满足以下条

件的(2,2,1,1,0,0)型代数结构(L;∨,∧,*,+,0,1)： 
1) (L;∨,∧,0,1)是有界分配格； 
2) 对任意a∈L，a*是a的伪补，即a∧x=0⇔x≤a*； 
3) 对任意a∈L，a+是a的对偶伪补，即a∨x=1⇔ 

a+≤x； 
4) 对任意a∈L，a*∨a**=1，a+∧a++=0。 
命题1[18,19]  在双Stone代数(L;∨,∧,*,+,0,1)中成

立(∀a,b∈L)： 
1) (a∧b)*=a*∨b*，(a∧b)**=a**∧b**； 
2) (a∨b)**=a**∨b**； 
3) (a∨b)+=a+∧b+，(a∨b)++=a++∨b++； 
4) (a∧b)++=a++∧b++； 
5) a=a**∧(a∨a*)=a++∨(a∧a+)； 
6) a∧b=0⇔a**∧b=0；a∨b=1⇔a++∨b=1； 
7) a≤b⇒b*≤a*，a≤b⇒b+≤a+； 
8) a++≤a≤a**； 
9) a*≤a+； 
10) a+*=a++，a*+=a**； 
11) a+++=a+，a****=a*。 
对于双 Stone代数 (L;∨,∧,*,+,0,1)，子集B(L)= 

{x*|x∈L}构成L的Boole子代数，称为L的中心。常用

D(L)表示L的稠密集{x∈L|x*=0}。对于M⊆L，记

M+={x+|x∈M}，M*={x*|x∈M}。 
定义 10  一个双Stone代数(L;∨,∧,*,+,0,1)称为

是正则的，如果满足以下条件之一： 
1) (RDSA) ∀a，b∈L，(a*=b*,a+=b+)⇒a=b； 
2) (RDSA1) ∀a，b∈L，a≤b⇔(a**≤b**,a++≤b++)； 
3) (RDSA2) ∀a，b∈L，a∧a+≤b∨b*。 
定理 7  设(U,R)为近似空间，Sbr(U,R)为全体

rough集构成的族，则(Sbr(U,R);∨,∧,*,+,θ,I)是一个正

则双Stone代数。 
定理 8[18-20]  设(B;∨,∧,′,0,1)是Boole代数，F是B

的滤子 (F可以等于B)，记 (B,F)={(a,b)∈B×B|a≤
b,b′∨a∈F}, 则L=(B,F)是B×B的有界子格，且附加以

下运算后构成一个正则双Stone代数(a,b)*=(b′,b′)，
(a,b)+=(a′,a′)，∀(a,b)∈(B,F)，并且B(L)={(a,a)|a∈B}，
D(L)={(a,1)|a∈F}。反之，如果M是正则双Stone代数，

令 B=B(M) ， F=D(M)++ ， 则 映 射 f:M→(B,F) 和

x|→(x++,x**)是同构映射。 
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定理 9[15-20]  设(L;∨,∧,*,+,0,1)是正则双Stone代
数，则必存在近似空间(U,R)使得L同构于完全rough
集代数(Sbr(U,R);∨,∧,*, +,θ,I)。 

注：上述结果即是文献[20]中的Corollary 4.2，
虽与文献[15]中Proposition 2.3的表述略有不同，不

过从后者的证明过程不难得到上述结果。 
定义 11  设(L;∨,∧,*,+,0,1)是正则双Stone代数，

在L上定义一元运算¬、二元运算→与⊗如下： 
1) ∀x∈L, ¬x=x+∧(x∨x*)； 
2) ∀x,y∈L，x→y=(x+∨y)∧(x+∨y*+)∧(x∨x*∨y*+)； 
3) ∀x,y∈L，x⊗y=(x++∧y)∨(x∧y++)。 
对于正则双Stone代数，文献[13]中定理5.2.8、

定理5.2.9、引理5.2.1、定理5.2.10均成立，以下直接

引用这些结果。 
定理 10  设(L;∨,∧,*,+,0,1)是正则双Stone代数，

运算¬、→与⊗如定义11，则成立(∀x,y∈L)：  
1) x→y=(x+∧x)∨(x+∧y**)∨x*∨y； 
2) x⊗(x→y)≥x∧y。 
证明如下： 
1)   x→y=(x+∨y)∧(x+∨y*+)∧(x∨x*∨y*+)= 

[x+∨(y∧ y*+)]∧(x∨x*∨y*+)= 
{[x+∨(y∧y*+)]∧x}∨{[x+∨(y∧y*+)]∧x*}∨ 

{[x+∨(y∧y*+)]∧y*+}= 
(x+∧x)∨(y∧y*+∧x)∨ (x+∧x*)∨(y∧y*+∧x*)∨ 

(x+∧ y*+)∨(y∧y*+∧y*+)= 
(x+∧x)∨(y∧y**∧x)∨ (x+∧x*)∨(y∧y**∧x*)∨ 

(x+∧ y**)∨(y∧y**)= 
(x+∧x)∨(y∧x)∨x*∨(y∧x*)∨(x+∧y**)∨y= 

(x+∧x)∨(y∧x)∨x*∨(x+∧y**)∨y= 
(x+∧x)∨x*∨(x+∧y**)∨y= 
(x+∧x)∨(x+∧y**)∨x*∨y 

2)             x⊗(x→y)= 
[x++∧(x→y)]∨[x∧(x→y)++]= 

{x++∧[(x+∨y)∧(x+∨y*+)∧(x∨x*∨y*+)]}∨ 
{x∧[(x+∨y)∧(x+∨y*+)∧(x∨x*∨y*+)]++}= 
{[x++∧(x+∨y) ]∧(x+∨y*+)∧(x∨x*∨y*+)}∨ 

 [x∧(x+∨y)++∧(x+∨y*+)++∧(x∨x*∨y*+)++]= 
{[(x++∧x+)∨(x++∧y)]∧(x+∨y*+)∧(x∨x*∨y*+)}∨[x∧ 

 (x+++∨y++)∧(x+++∨y*+++)∧(x++∨x*++∨y*+++)]= 
{[0∨(x++∧y)]∧(x+∨y*+)∧(x∨x*∨y*+)}∨ 
[x∧(x+∨y++)∧(x+∨y*+)∧(x++∨x*∨y*+)]= 

{(x++∧y)∧(x+∨y**)∧(x∨x*∨y**)}∨ 
{x∧[(x+∨y++)∧(x+∨y**)]∧(x++∨x*∨y**)}= 

{x++∧[y∧(x+∨y**)]∧(x∨x*∨y**)}∨[x∧(x+∨y++)∧ 
(x++∨x*∨y**)]= 

{x++∧y∧(x∨x*∨y**)}∨[x∧(x+∨y++)∧ 
(x++∨x*∨y**)]= 

(x++∧y)∨[x∧(x+∨y++)∧(x++∨x*∨y**)]= 
[(x++∧y)∨x]∧[ (x++∧y)∨(x+∨y++)]∧ 

[(x++∧y)∨(x++∨x*∨y**)]= 
x∧[(x++∧y)∨(x+∨y++)]∧[(x++∧y)∨(x++∨x*∨y**)]= 

x∧[(x++∧y)∨(x+∨y++)]∧(x++∨x*∨y**)= 
x∧{[(x++∨y++)∧(y∨y++)]∨x+}∧(x++∨x*∨y**)= 

x∧{[(x++∨y++)∧y]∨x+}∧(x++∨x*∨y**)= 
x∧(x++∨y++∨x+)∧(y∨x+)∧(x++∨x*∨y**)= 

x∧(y∨x+)∧(x++∨x*∨y**)≥ 
x∧(y∨x+)∧(x++∨x*∨y)= 

x∧{y∨[x+∧(x++∨x*)]}≥x∧y 
引理  1  在任意剩余格中成立：∀x,y∈L，

x⊗(x→y) ≤x∧y。 
证明  由于： 

[x⊗(x→y)]→x∧y= 
{[x⊗(x→y)]→x}∧{[x⊗(x→y)]→y}= 

1∧{x→[(x→y)→y]}= 
(x→y)→(x→y)=1 

所以，x⊗(x→y)≤x∧y。 
注：1) 由定理10中(2)及引理1知，∀x,y∈L，

x⊗(x→y)=x∧y。本文中，L是任意正则双Stone代数，

说明定义7中的条件2)成立。2) 文献[13]中例5.3.1有
误，在文献[21]中已得到修正。 

根据文献[13]中的定理5.2.8的(4)、定理5.2.9的
(1)、定理5.2.10的(5)～(7)，以及本文定理10、引理1、
定义7可得如下结论。 

定理 11  设(L;∨,∧,*,+,0,1)是正则双Stone代数，

运算→与⊗如定义11，则(L;∨,∧,⊗, →,0,1)是一个MV-
代数。 

定义 12  代数结构(L;∨,∧,*,+,⊗,→,0,1)称为RSL-
代数，如果 (L;∨,∧,*,+,0,1)是正则双 Stone代数，

(L;∨,∧,⊗,→,0,1)是MV-代数，且运算→与⊗由定义11
确定。设 (U,R)为近似空间，由定理7及定理6知
(Sbr(U,R);∨,∧,*,+,⊗ND,→ND,θ,I)是一个RSL-代数，称

为标准RSL-代数。 

3  rough逻辑系统RSL 
文献[2]建立了基于rough集的逻辑系统，其中

用如下赋值函数赋予命题以〈下近似,上近似〉型的真
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值(其中P为原子命题集、W为某论域)：v:P→2W×2W，

∀p∈P，v(p)=〈A,B〉，A⊆B。 
文献[2]将等式v(p)=〈A,B〉解释为：命题p在所有A

的情形下成立，而在任何B之外的情形下不成立。上

述赋值函数v可进一步扩至所有公式之集Fml，即文

献[2]中的函数mng:Fml→2W×2W。于是，根据中蕴

涵式的定义，通过映射mng得到蕴涵公式ϕ→ψ的真

值为： 
mng(ϕ→ψ)=〈−B∪C∪(D∩−B),−B∪D〉 

本文中，mng(ϕ)=〈A,B〉，mng(ψ)=〈C,D〉，“−”
表示集合补运算，实际上导出了〈下近似,上近似〉型
偶序对之间的一个蕴涵算子，即〈A,B〉→〈C,D〉=〈−B∪
C∪(D∩−B),−B∪D〉。然而，该算子有明显的缺陷，

如很容易举例说明等式 (f→0)→0=f、 f→(g→h)= 
g→(f→h)不被满足。本文中，0表示〈∅,∅〉，f、g、h
为任意〈下近似,上近似〉型偶序对。将上述蕴涵算子

改进为ND型蕴涵，从前两节的结果看，→ND有较好

的性质。本节将基于此建立新的逻辑形式系统，并

证明它的标准完备性定理。 
定义 13  设原子命题集S={p1,p2, ,}，F(S)是S

生成的(*,+,¬,→)型自由代数，⊥是命题常元。形式系

统RSL中的公理由以下形式的公式组成： 
(Ax1) ϕ→(ψ→ϕ) 

(Ax2) (ϕ→ψ)→((ψ→χ)→(ϕ→χ)) 
(Ax3) (¬ψ→¬ϕ)→(ψ→ϕ) 

(Ax4) ((ϕ→ψ)→ψ)→((ψ→ϕ)→ϕ) 
(Ax5) ϕ∧(ϕ∧ψ)*→ϕ∧ψ*,ϕ∧ψ*→ϕ∧(ϕ∧ψ)* 
(Ax6) ϕ∨(ϕ∨ψ)+→ϕ∨ψ+,ϕ∨ψ+→ϕ∨(ϕ∨ψ)+ 

(Ax7) ϕ→⊥*,+→ϕ 
(Ax8) ⊥**→⊥,→

++ 
(Ax9) →ϕ*∨ϕ**,ϕ+∧ϕ++→⊥ 

(Ax10) ϕ∧ϕ+→ψ∨ψ* 
(Ax11)(ϕ→ψ)→(ϕ+∨ψ)∧(ϕ+∨ψ*+)∧(ϕ∨ϕ*∨ψ*+), 

(ϕ +∨ψ)∧(ϕ +∨ψ*+)∧(ϕ ∨ϕ *∨ψ *+)→(ϕ→ψ) 
RSL中的推理规则为MP规则(即由ϕ及ϕ→ψ推

出ψ)。ϕ∨ψ是(ϕ→ψ)→ψ的简写，ϕ∧ψ是¬(¬ϕ∨¬ψ)
的简写， 是⊥→⊥的简写。此外，用ϕ&ψ表示

¬(ϕ→¬ψ)。 
由上述定义容易看出，RSL中的公理(Ax1)～

(Ax4)正好是Łuk的全部公理，因此Łuk的定理均是RSL
的定理，如¬ϕ→(ϕ→⊥)、(ϕ→⊥)→¬ϕ均是定理。 

注：定义13不同于文献[13]中的定义。而由文

献[9-10]的结果，易知以下公式是形式系统RSL中

的定理： 
ϕ∧ψ→ϕ， 

ϕ∧ψ→ψ∧ϕ， 
ϕ→((ϕ→ψ)→ϕ∧ψ)， 

((ϕ→ψ)→χ)→((( ψ→ϕ)→χ)→χ) 
即文献[13]定义5.2.8中的(Ax2)～(Ax5)均是RSL中的

定理。从而，文献[13]中的定理5.2.12、定理5.2.13、
定理5.2.14均成立。 

于是有如下定理。 
定理 12  设[F]是F(S)关于可证等价关系≡(其

定义见文献 [13] 中的定义 5.2.9) 的商代数，则

([F];∨,∧,*,+,⊗,→,[⊥],[])构成一个RSL-代数。本文中，

[F]中序≤的定义为：∀ϕ,ψ∈F(S)，[ϕ]≤[ψ]当且仅当

ϕ→ψ，而[F]上的运算为典型运算，[]表示系统RSL
中的定理所在的等价类。 

对于形式系统RSL，本文给出如下语义解释。 
定义 14  设(L;∨,∧,*,+,⊗,→,0,1)是一个RSL-代

数，函数 v: F(S)→L叫做一个L-赋值，如果 v是
(∨,∧,*,+,⊗,→)型同态，公式ϕ∈F(S)对任意L-赋值v均
有v(ϕ)=1，则称ϕ是L-重言式，记为Lϕ。 

定义 15  设F(S)是形式系统RSL中的所有公式

之集， (U,R)是一个近似空间。如果映射 v:S→ 
Sbr(U,R)；∀p∈S，v(p)=〈Xd,Xu〉，X⊆U，保持运算

(∨,∧,*,+,⊗,→)，即： 
∀p,q∈S，v(p)=〈Xd,Xu〉，v(q)=〈Yd,Yu〉，X⊆U，Y⊆U， 

v(p∨q)=v(p)∨v(q)= 
〈Xd,Xu〉∨〈Yd,Yu〉=〈Xd∪Yd,Xu∪Yu〉； 

v(p∧q)= v(p)∧v(q)= 
〈Xd,Xu〉∧〈Yd,Yu〉=〈 Xd∩Yd,Xu∪Yu〉； 

v(p*)=v(p)*=〈Xd,Xu〉
*=〈Xu′,Xu′〉； 

v(p+)=v(p)+=〈Xd,Xu〉
+=〈Xd′,Xd′〉； 

v(p⊗q)=v(p)⊗NDv(q) =〈Xd,Xu〉⊗ND〈Yd,Yu〉= 
〈Xd∩Yd,Xu∩Yu∩(Xd∪Yd)〉； 

v(p→q)=v(p)→NDv(q)=〈Xd,Xu〉→ND〈Yd,Yu〉= 
〈 uX ′ ∪Yd∪(Yu∩ dX ′ ), dX ′ ∪Yu〉 

则称v为(U,R)上的一个赋值，v(p)=〈Xd,X〉解释为：原

子命题p在所有Xd的情形下成立，而在任何Xu之外的

情形下不成立。上述赋值函数v可自然扩展到所有公

式之集F(S)，仍称其为赋值。如果公式ϕ∈F(S)对任意

赋值v均有v(ϕ)=I=(U,U)，则称ϕ是重言式，记为ϕ。 
显然，(U,R)上的一个赋值实际上是标准RSL-

代数(Sbr(U,R);∨,∧,*,+,θ,I)上的赋值。 
定理 13  (形式系统RSL的标准完备性定理)  
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形式系统RSL关于标准RSL-代数是完备的，即对任

意公式ϕ∈F(S)，以下条件彼此等价： 
1) ϕ是系统RSL中的定理，即ϕ； 
2) ϕ对任意RSL-代数L来说是L-重言式，即Lϕ； 
3) ϕ对任意标准RSL-代数(即由某近似空间确定

的)来说是重言式，即ϕ。 
证明  由系统RSL的定义及文献[13]中的定理

5.2.12、定理5.2.13、定理5.2.14，易于验证：对任意

RSL-代数L，RSL中的每一公理都是L-重言式；同时，

MP规则保持重言式。所以由公理、MP规则推出的

所有定理均是L-重言式，ϕ⇒Lϕ，即1) ⇒ 2)。 
另一方面，如果ϕ对任意RSL-代数L来说是L-重

言式，则由定理12知ϕ对RSL-代数W=([F];∨,∧,*,+, 
⊗,→,[⊥],[])来说也是重言式，即对任意的W-赋值v
有v(ϕ)=[ϕ]=[]，说明ϕ是系统RSL中的定理，即ϕ，
所以2) ⇔(1)。 

2) ⇒ 3)是显然的，下证3) ⇒ 2)。 
只需证明：若有公式ϕ对某个RSL-代数L来说不

是L-重言式，则公式ϕ对某个标准RSL-代数来说也不

是重言式。若ϕ对某个RSL-代数L来说不是L-重言

式，则存在一个赋值v:F(S)→L，v(ϕ)≠1。根据定理9，
必存在一个近似空间(U,R)使得L与标准RSL-代数

(Sbr(U,R);∨,∧,*,+,θ,I)同构。设f是L与(Sbr(U,R)之间的

同构映射，则v与f的合成fv是(U,R)上的赋值，从而

(fv)(ϕ)≠θ ，即 ϕ 对于标准 RSL- 代 数 (Sbr(U,R); 
∨,∧,*,+,θ,I)来说不是重言式。 

4  结  语 
本文研究了标准rough集模型的蕴涵算子问题，

从偶序对〈下近似,上近似〉角度，引入一种新的rough
蕴涵——ND型蕴涵算子，证明了它的良好性质，比

如对应的非运算具有对合性，可诱导一个剩余t-模
(即ND型模算子)，可构成MV-代数等。同时，将这

样的ND型蕴涵算子拓展至一般正则双Stone代数中，

得到类似结果。在此基础上，建立了基于rough集的

逻辑形式系统RSL，证明它的标准完备性定理(即相

对于由近似空间确定的标准RSL-代数来说是完备

的)，说明了RSL是著名模糊逻辑系统Łuk的扩张，

从而从一个特殊的视角揭示了rough逻辑与基于t-模
的模糊逻辑的内在联系，使近年十分活跃的两个不

同的非经典逻辑研究方向紧密地结合起来。 
实际上，可以通过构造不同的rough蕴涵算子，

基于这些rough蕴涵算子建立不同的逻辑系统，从而

给出各种模糊逻辑形式系统的Rough集语义(已有系

列成果，将另文发表)。 
系统RSL不仅有上述理论上的重要意义，而且

有一定应用价值。在此之前，rough蕴涵用来描述决

策表中的决策规则，而本文中的ND型rough蕴涵是

从rough集的偶序对〈下近似,上近似〉表示出发的，而

〈下近似,上近似〉可以表示基于知识库的概念(包括

模糊概念)，从而ND型rough蕴涵可以表达概念之间

的关系，因此形式系统RSL可以作为近似推理的逻

辑基础，根据已有概念间的联系导出潜在的知识及

其联系。此外，本文构造蕴涵算子的方法对区间值

模糊逻辑和直觉模糊逻辑也有一定参考价值。当然，

如何挖掘系统RSL的应用价值并具体应用于知识处

理领域，是值得进一步深入研究的问题。 
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