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【摘要】构造具有大线性复杂度和大集合容量的p元低相关序列集对码分多址(CDMA)通信系统具有重要的意义。采用

Klapper的方法，利用d-型函数，构造了一类具有大集合容量的p元低相关序列集 ( )rS 。该序列集的集合容量为 2np ，序列的周 

期为 1np − ，相关函数的最大边峰值为 24 1
n

p − 。利用Key的方法，证明了当 3p = 或 5p = 该序列集的最小和最大线性复杂度

分别为
2

22
n

n−
和

1 2
2 23 2
n n

n− −× ；而当 5p > 时，证明了其线性复杂度的最大和最小值分别大于
1 2

4 43 2
n n

n− −× 和
2

42
n

n−
。该序列集能

极大地提高CDMA通信系统的安全性。 
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Abstract  Constructing a large family of p-ary sequences with large linear complexity and low correlation is 
very important for code division multiple access (CDMA) communication systems. By use of Klapper’s method 
and d-form function, a large family ( )rS  of p-ary sequences with low correlation is constructed. Such family  

contains 2np  sequences of period 1np −  with maximal nontrivial correlation value 24 1
n

p − . The minimal and 

maximal linear complexity of the sequences family are proven to be 2
22
n

n−  and 1 2
2 23 2
n n

n− −×  for 5p >  and 
1( 1) /( 1)mr p p−= − − , respectively. It is also proven that the maximal and minimal linearcomplexity of the 

sequences set are larger than
1 2

4 43 2
n n

n
− −

× and 2
42
n

n−  for 3p = , 5 and 1( 1) /( 1)mr p p−= − − , respectively. This 
sequences family can greatly improve the security of CDMA communication systems. 
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具有大线性复杂、大集合容量(family size)和低

相关特性的伪随机序列被广泛应用于码分多址通信

系统[1]。在码分多址通信系统中，序列之间较低的

相关特性可以降低来自同一信道其他用户的干扰；

较多的序列数目可以增加系统的容量；而较大的线

性复杂度可以抵抗基于Berlekamp-Massey算法进行

的攻击，从而提高系统的安全性。因此，构造同时

具有低相关性特、大线性复杂和大集合容量的伪随

机序列集成为一个重要的研究课题。 
人们已经构造出许多具有低相关特性的 p ( p

是奇素数)元序列集，如文献[2-10]中的序列集，但

这些序列的线性复杂度都很低。 
最近，文献[11]和文献[12]分别构造了具有低相

关特性和大集合容量的 p 元序列集 ( )rS ，但未给出

序列的线性复杂度。本文中，证明了当参数 r 选取

适当的值时，该序列集中的序列的线性复杂度远大

于几类已知的非二元序列集的线性复杂度，并给出

了线性复杂度的精确值或下界。 

1  基本概念 
令 GF( )np 表示含有 np 个元素的有限域。设正

整数 , ,n m e 满足 n me= ，定义从 GF( )np 到 GF( )mp
的迹函数为： 
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式中， GF( )∈ nx p 。迹函数的性质参见文献[13]。 
设 { | 0 1}iS s i M= −≤ ≤ 是由 M 条周期为 N 的

p 元序列组成的序列集，其中序列为 1
0{ ( )}N

i i ts s t −
== ，

( ) GF( )is t p∈ 。 
序列 is 和 js 的周期相关函数定义为： 

1
( ) ( )

,
0

( )         0i j

N
s t s t

i j
t

R Ntt ω t
−

− +

=

= <∑ ≤  

式中， 0 1i j M −≤ , ≤ ； t t+ 是模 N 加；ω 是 p 次

本原复数单位根。 
序列集 S 的周期相关函数的最大边峰值为

,max max{| ( ) |i jR R i jτ= ≠ 或 0}τ ≠ 。 
引理  1  设 p ， m 为正整数，若 gcd( 1,m −  

1) 1p − = ，则 1gcd( 1,( 1) /( 1)) 1m mp p p−− − − = 。 
证明  因为： 

1gcd( 1,( 1) /( 1))−− − − =m mp p p  
2 1gcd(( 1) , 1)) /( 1)−− − − =mp p p  
2 3gcd( 1, 1)m mp p p p− −− + + + + =L  

gcd( 1, 1)p m− −  
所以，当 gcd( 1, 1) 1p m− − = 时，可得 gcd( 1,mp − 1( mp −  

1) / ( 1)) 1p− − = 。证毕。 

2  序列集的构造 

定义序列集 ( )rS 为： 

1 2
( ) ( )

, 1 2{ |1 , }r r n
l lS s l l p= ≤ ≤  

其中： 

1 2 1 2 1
( ) ( ) (2 1)

, , 1{ ( ) {[tr (α γ α −= = +
mr r m n t p t

l l l l m ls s t tr  

2

(3 2) 2
0)] }}

m np t r p
l tγ α − −

=+  

式中，
1 2
, GF( )γ γ ∈ n

l l p ； gcd( , 1) 1mr p − = ； α 是

GF( )np 的一个本原元；当 3p = 或 5p = 时，取

4n m= ，而当 5p > 时，取 2n m= 。 
定理  1 [1]  序列集 ( )rS 的最大边峰值为

24 1
n

p − 。 
定理  2  当 1( 1) / ( 1)mr p p−= − − ， gcd( 1,p −  

1)m − 1= 时，序列集 ( )rS 的最大边峰值为 24 1
n

p − 。 

证明  由引理1知，此时 gcd( , 1) 1mr p − = ，再根

据定理1可证。证毕。 
定理 3[1]  序列集 ( )rS 的集合容量为 2np 。 

3  序列的线性复杂度 
由文献[15]知，如果将序列

1 2
( )

, ( )r
l ls t 表示为 tα 的

多项式，则该多项式中所包含的关于 tα 的单项式的

数目就是序列的线性复杂度。因此，若令 tx α= ，

则
1 2 1 2

( ) 2 1 3 2
, 1( ) tr {[tr ( )] }γ γ− −= + +m mr m n p p r

l l m l ls x x x x 的展开

式中关于变量 x 的单项式的数目就是序列的线性复

杂度。用
1 2
( )

,LS( )r
l ls 表示序列

1 2
( )

,
r

l ls 的线性复杂度。 

下面分别讨论当 5p > 和 3p = 或 5p = 时，序列

集 ( )rS 中序列的线性复杂度。 
1) 首先讨论 5p > 的情况。 

因为当 5p > 时，取 2n m= ，所以如果令
1mpy x −= ，则有： 

1 2 1 2

( ) 2 1 3 2
, 1( ) tr {[tr ( )] }γ γ− −= + + =m mr m n p p r

l l m l ls x x x x  

2 1

1
2 2

0

[ (γ γ
−

−

=

+ +∑ m m
m

p p
l l

i

xy y y
1 2

3 4 5 )] ip r
l ly y yγ γ+ + +  

令： 

2 1
2 2( ) [ ( m mp p

i l lx xy y y∆ γ γ−= + +
1 2

3 4 5 )] ip r
l ly y yγ γ+ + +  

(1) 
则有如下的引理成立。 

引理 2  如果 i i'≠ ，则 ( )i x∆ 与 ( )i x∆ ′ 中不存在

指数相同的 x 的单项式。 
证明  因为 1mpy x −= ，所以 ( )i x∆ 的展开式中，

变量 x 的指数模 1mp − 同余 ip r 。 
若存在 ,i i' ，使得 mod 1i i mp r p r p′≡ − ，则由

于 gcd( , 1) 1mr p − = ，因此有 mod 1i i mp p p′≡ − ，从

而 i i'= 。证毕。 
用 | ( ) |i x∆ 表示 ( )i x∆ 的展开式中关于变量 x 的

单项式的数目，根据引理2可知： 

1 2
( )

,LS( ) | ( ) |r
l l is m x∆=             (2) 

若令
2 1 1 2

2 3 4 5( ) ( )m mp p r
l l l ly y y y y yγ γ γ γΓ = + + + + + ，

则有： 

1 2
( )

,LS( ) | ( ) |r
l ls m y= Γ            (3) 

因而只需要计算 ( )yΓ 中关于 y 的单项式的数目。 
定理 4  当 5 2p n m> =， ，gcd( 1, 1) 1p m− − = ，

并且 1( 1) / ( 1)mr p p−= − − 时，序列
1 2
( )

,
r

l ls 的线性复杂度

1 2

1 2( ) 2 2
,LS( ) 3 2

n n
r

l ls n− −
= × 或

2
22
n

n−
或 32n n− 。 

证明  因为此时 2 21 mr p p p −= + + + +L ，所以

Γ( )y 的展开式中 y 的指数为：  
2

0

        {0,1,2,3,4,5}
m

i
i i

i

b t p t
−

=

= ∈∑      (4) 

容易知道 1mb p< + 以及式(4)是某个正整数的

p ( 5)p > 进制表示，从而，当向量 0 1 2 2( , , , , )mt t t t − ≠L  

0 1 2 2( , , , , )mt' t' t' t' −L 时，一定有
2 2

0 0

m m
i i

i i
i i

t p t p
− −

= =

≠ ′∑ ∑ ，即

( )yΓ 的展开式中 y 的指数互不相同。因此，当
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1 2 0l lγ γ ≠ 时， ( )yΓ 的展开式中共有 16m− 个指数互不

相同的 y 的单项式，从而根据式 (3)有 1 2
( )

,LS( )r
l ls =  

1 2
2 23 2
n n

n− −
× 。而当 1 2 0l lγ γ= = 时，同理可得 1 2

( )
,LS( )r

l ls =  

2
22
n

n−
。其他情况下，有 1 2

( )
,LS( )r

l ls = 32n n− 。证毕。 

2) 其次讨论当 3p = 或 5p = 时，序列 1 2
( )

,
r

l ls 的线

性复杂度。 
根据序列集 ( )rS 的定义可知，此时 4n m= ，所

以令
2 1mpy x −= ，从而可以得到： 

1 2 1 2

( ) 2 1 3 2
, 1( ) tr {[tr ( )] }γ γ− −= + + =m mr m n p p r

l l m l ls x x x x  
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令： 
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=
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采用与文献[14]中定理1相同的证明方法，可得

如下的引理。 
引理 3  对 i i'≠ ， ( )i x∆ 和 ' ( )i x∆ 中不存在指数

相同的 x 的单项式。 
根 据 引 理 3 ， 只 需 要 计 算 0 ( )x∆ =  

2 2

2 1 1 2

1
2 2 3 4 5

0
[ ( )]m m m j

r

p p p
l l l l

j
xy y y y y yγ γ γ γ−

=
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中关于变量 x 的单项式的数目。 
令

2 2

2 1 1 2
2 2 3 4 5( )m mp p

l l l lu xy y y y y yγ γ γ γ−= + + + + + ，

则有： 
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式中，
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k
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k
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=

= ∑ ； 0, 1, 1k ka a+ = ；

并且 , {0,1}j ka ∈ ； {0,1}j ∈ ； 0 1a a r+ = 。从而有： 
2 2

2 1
0 1
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0

( , )
( ) [ ( m mp p
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a a

x xy y y∆ γ γ−

=

= + + +∑
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0 1
1 2

3 4 5 )] ma a p
l ly y yγ γ ++ + . 

令： 
2 2

2 1
2 2 3( ) [ ( m mp p

l lx xy y y yγ γ−Γ = + + + +a  
0 1

1 2
4 5 )] ma a p

l ly yγ γ ++  

则有引理4成立。 
引理 4  如果向量 0 1 0 1( , ) ( , )a a ' a a= ≠ = ′ ′a a ，则

( )xΓa 与 ' ( )xΓa 的展开式中，变量 x 的指数互不相同。 
证明  因为 , m

j ja a' p< ， 0,1j = ，所以当 ≠ ′a a

时， 0 1 0 1
m ma a p a' a' p+ ≠ + 。又由于

2 1mpy x −= ，因此

在 ( )xΓa 的展开式中，变量 x 的指数模 2 1mp − 同余

0 1
ma a p+ 。 从 而 若 0 1 0

ma a p a'+ ≡ + 1 modma' p  
2 1mp − ，则有 0 1 0 1( , ) ( , )a a a' a'= 。证毕。 
若用 0| ( ) |x∆ 表示 0 ( )x∆ 的展开式中指数互不相

同的 x 的单项式的数目，则有： 

0| ( ) | | ( ) |x x∆ Γ= ∑ a
a

            (5) 

令： 
2 2

2 1
2 3( ) ( m mp p

l ly y y yΦ γ γ= + + + +a
0 1

1 2
4 5 ) ma a p

l ly yγ γ ++  

           (6) 
则有 0| ( ) | | ( ) |x y∆ Φ= ∑ a

a

。 

根据引理3、引理4及式(5)、式(6)，可得命题1。 
命题 1  序列 1 2

( )
,
r

l ls 的线性复杂度为： 

1 2
( )

,LS( ) | ( ) |r
l ls m yΦ= ∑ a

a

          (7) 

因为当 0 1
ma a p+ 为一般值时，很难精确计算 

式(6)的展开式中指数互不相同的 y 的单项式的个

数，所以只考虑 0 1
ma a p+ 取两个特殊值时， ( )yΦa 的

展开式中单项式 y 的数目。 
1) 当 1 2

0 ( )/( 1)ma p p p−= − − , 2
1 ( 1)/( 1)ma p p= − −

时，显然满足 1
0 1 ( 1)/( 1)ma a p p r−+ = − − = ，且有： 

0 15( )ma a p+ =  
2 1 2 25( ( 1) ) /( 1) 1m m mp p p p p p−− − − − < +  

令b 表示 ( )yΦa 的展开式中变量 y 的指数，则有：
( 4) / 2 ( 2) / 2

2 2

0 0

m m
j m i

j i
j i

b p t p p k p
− −
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因为
2 1 1mpy + = ，而 2

0 15( ) 1m mb a a p p+ < +≤ ，

并且 2,j it k p< ,
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j
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p t p p
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<∑ ,
( 2) / 2
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m
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i
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−

=

<∑ ，

所以 y 的指数b 的表示是唯一的，因而此时 ( )yΦa 的

展开式中 y 的指数互不相同，且共有 16m− 或 14m− 或
12m− 个指数互不相同的 y 的单项式。 

2) 当 2 1 2
0 1( 1)/( 1), ( 1)/( 1)m ma p p a p p−= − − = − − 时，

显然也有 1
0 1 ( 1)/( 1)ma a p p r−+ = − − = ，且有： 

0 15( )ma a p+ =  
2 1 1 1 2 25( 1) /( 1) 1m m m mp p p p p− + −− + − − < +  

与1)类似，此时 ( )yΦa 的展开式中 y 的指数为： 
( 2) / 2 ( 4) / 2

2 1 2

0 0

m m
j m i

j i
j i

b p t p p k p
− −

+

= =

= +∑ ∑  

, {0,1,2,3,4,5}j it k ∈  
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同样也因为
2 1 1mpy + = ，而 2 21, ,m

j ib p t k p< + < ，

并且
( 2) / 2

2 1
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m
j m

j
j

t p p
−

+

=

<∑ ，
( 4) / 2

2 1

0

m
i m

i
i

k p p
−

+

=

<∑ 。因此b 的

表示也是唯一的，即 y 的指数互不相同，因而此时

( )yΦa 的展开式中也共有 16m− 或 14m− 或 12m− 个指数

互不相同的 y 的单项式。 

根据命题1和以上的讨论，有下面的定理成立。 

定 理  5  当 3p = 或 5p = 时 ， 4n m= ，
1( )/( 1)1m pr p − −= − 时，序列

1 2

( )
,
r

l ls 的线性复杂度

1 2

3( ) 2
,LS( ) 2

n
r

l ls n−
> ； 或 者 1 2

2( ) 4,LS( ) 2
n

r
l ls n−

> ； 或 者

1 2

1 2( ) 4 4,LS( ) 3 2
n n

r
l ls n− −

> × 。 

表1给出了几类周期为 1np − 的 p 元序列集的

性质比较。 
表1  几类周期为pn −1的p元序列集 

序列 n  序列数目 最大边峰值 线性复杂度(最小, 最大) 
Sidelnikov序列[7] 偶数或奇数 np  /2 1np +  ( ,2 )n n  

Kumar和Moreno序列[4] (2 1)m e+  np  /2 1np +  ( ,2 )n n  
Liu和Komo序列[5] 偶数 /2np  /2 1np +  ( ,3 /2)n n  

Moriuchi和Imamura序列[6] 偶数 /2np  /2 1np +  (3 ,3 )n n  
Trachtenberg序列[10] 奇数 1np +  ( 1)/2 1np + +  ( ,2 )n n  

Tang等的序列[9] 2 1m+  1np +  ( 1)/2 1np + +  ( , ( 1) )n m n+  

Jang等的序列[3] (2 1)m e+  np  /2 1np +  ( , ( 2) )n m n+  

Seo等的序列[8] 偶数 np  /2 1 1np + +  ( ,2 )n n  

本文序列 4n m= ，且 m 是偶数 2np  /24 1np −  2 1 24 4 4( 2 , 3 2 )
n n n

n n− − −> > × 3,5p =  

本文序列 2n m= ，且 gcd( 1, 1) 1p m− − =  2np  /24 1np −  2 1 22 2 2(2 ,3 2 )
n n n

n n− − −× 5p >  
 
从表1可以看出，文献[3-7]中的序列具有最优的

相关特性，但线性复杂度很小。文献[8-10]中的序列

与本文序列都具有次最优的相关特性，但本文序列

具有更大的集合容量和线性复杂度。 

4  结  论 
本文构造了一类具有大线性复杂度、大集合容

量的 p 元低相关序列集，该序列集突出的优点是同

时具有大线性复杂度、大集合容量和 p 元低相关 
3个性质，特别是线性复杂度远远大于几类已知 p 元

序列的线性复杂度。将该类序列用于码分多址通信

系统，可以提高系统的安全性。 
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