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基于本体与Prolog的平面几何定理证明 
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【摘要】基于本体理论、本体模型等方面的研究，以一个平面几何定理证明问题为例，详细地描述了平面几何本体的构

建过程、基于本体和Prolog规则的推理，及其在平面几何问题求解中的应用。实验结果表明，将本体应用于几何定理机器证明

是一种行之有效的方法，该方法避开了以往的代数方法中多次反复判断的问题，更接近自然语言的描述，能明确地表达领域

知识和实现概念分层，从而能快速地构建几何模型，还可以进行复杂关系间的推理，最终实现基于本体和Prolog规则的平面几

何定理证明。 
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Abstract  In this paper, we propose a method to solve the problem of geometry theorem proving based on 

ontology theory. We describe the process of ontology construction, the reasoning based on ontology and prolog 
rules, and an example of a geometry theorem proving. The result shows that theorem proving based on ontology is 
efficient. This approach has advantages such as avoiding determining the problem repeatedly, natural language 
more closely, expressing the domain knowledge and the concepts hierarchy clearly. In addition this method can 
execute reasoning of complex relationships, and ultimately accomplishes elementary geometry theorem proving on 
ontology and prolog rules. 
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定理机器证明(automated theorem proving，ATP)
就是把证明定理的一般知识和规则以适当的形式存

储到计算机中，让计算机通过运算自动地证明定理，

因此也叫自动推理，它既是人工智能研究的重要课

题，又属知识工程的范畴[1]。 
几何定理机器证明方向在自动推理的研究中占

有重要的地位。一方面，我国在该方向上具有领先

优势；另一方面，该方向有清晰明确的应用背景，

近年来在机器证明领域的研究十分活跃，值得关注。 
到目前为止，几何定理机器证明的主要方法有

代数方法、几何不变量方法和基于演绎数据库(或基

于规则的搜索)等方法。 
文献[2]提出了一个证明等式型初等几何定理的

新的代数方法，用它可在微型计算机上花几分钟甚

至几秒钟证明很不简单的定理，该方法即吴方法。

几何定理机器证明的代数方法以吴方法为代表，吴

方法的出现被公认为是机器证明领域里程碑式的突

破。后来又出现了如国外的Grobner基方法[3]，国内

的Dixon消元法、例证法等代数方法。但它们仅能够

判断几何命题的成立与否，且证明过程十分复杂，

需要进行大量的数值计算和符号计算，与传统几何

证明的简洁明了大相径庭，人们很难读懂这些方法

生成的证明过程。 
文献[4]以面积法作为基础，提出消点算法是几

何不变量方法的标志性算法。几何不变量的方法虽

然实现了一大类几何定理的机器可读证明，但是该

方法得到的证明过程常常不符合人们的思维习惯。 
基于几何推理数据库或基于规则的方法[5]，是
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根据几何命题所给的条件、已知的公理、定理及公

式等推理规则，通过大量的试验匹配的方法进行证

明。文献[6]提出了一个基于前推模式的几何信息搜

索系统(GISS)，成功地证明了161个非平凡的几何命

题。但该方法所表现的信息十分丰富，即中间过程

的几何信息呈指数增长，成为该方法研究的瓶颈。 
如何生成让人容易读懂的几何证明过程？该问

题成为研究者们面临的又一个严峻挑战。本文从理

论研究入手，旨在找到一种脱离代数的几何定理证

明方法，且使其具有接近自然语言的描述，以摆脱

只有专家才能读懂定理机器证明的尴尬处境。 
本体是当前的研究热点，本体可以表示领域内

概念与概念之间的关系。到目前为止，本体在很多

方面得到了应用，如WordNet、Enterprise ontology[7]

和Gene ontology[8]等都是典型的本体应用。进一步，

本体可作为信息检索系统的核心，通过构造形式化

的领域本体，将知识表示和知识处理引入互联网信

息处理，为互联网上半结构化数据和关系数据库提

供统一的语义模型。因此，本文在前人研究与实践

的基础上，将本体引入平面几何定理机器证明，进

一步拓展本体模型的应用。 
本文首先对平面几何定理证明所需的基础理论

进行分析，然后以具体实例说明领域本体模型的构

建过程，以及如何将本体推理与规则推理结合进行

几何定理机器证明，最后给出整个问题求解的过程

和所得到的结论。 

1  平面几何本体模型的构建 
1.1  本体相关概念 

本体作为一种能在语义和知识层次上描述信息

系统的概念模型的建模工具，被提出后迅速成为信

息系统与人工智能领域的研究热点。“知识本体

(ontology)是共享概念模型的明确的形式化的规范

说明”[9]。该定义包含4层含义。 
1) 概念化：通过抽象出客观世界中一些现象的

相关概念而得到的模型，其含义独立于具体的环境

状态。 
2) 明确：所使用的概念及使用这些概念的约束

都有明确(显式)的定义。 
3) 形式化：知识本体是计算机可读的。 
4) 共享：知识本体中所体现的是共同认可的知

识，所反映的是相关领域中公认的概念集，所针对

的是团体而不是个体。 

通过构建本体能够精确规范某个领域的概念，

明确定义机器可以处理的概念及概念之间的关系，

大大提高知识搜索、知识重用、知识共享的效率。 
当前，本体构建工具主要包括 Ontolingua 

Server、Ontosaurus、WebOnto、OntoEdit、Protégé
等[10]，本文研究采用由斯坦福大学医学信息研究组

开发的Protégé构建本体。1) Protégé是一个免费和开

源的本体编辑平台，可以使用RDF、RDFS、OWL
等本体描述语言编辑和修改本体；2) Protégé可以直

接对类、实例和属性等进行编辑操作，用户不必掌

握具体的本体表示语言；3) 用户可根据自己的应用

需求开发新插件和定制已有插件；4) Protégé支持中

文[10]。 
本体描述语言OWL(web ontology language)是

W3C推荐的语义互联网中本体描述语言的标准。按

照对本体功能的支持分为OWL Lite、OWL DL和
OWL Full。其中OWL DL是基于描述逻辑(description 
logics)[11]的，它支持那些需要最强表达能力的推理

系统的用户，且推理系统能够保证计算的完全性

(computational completeness，即所有的结论都能够保

证被计算出来)和可判定性(decidability，即所有的计

算都在有限的时间内完成)[12]。因此，本文选择OWL 
DL作为本体模型描述语言。 

本体模型的构建方法很多，有领域专家手工构

建的领域本体，有自动或半自动构建的本体。本文

采用的是基于WordNet重用的领域本体半自动构建

方法[13]。首先通过WordNet接口提取基本的几何元

素，以及这些元素的上位、下位、兄妹关系和同义

词等关系，然后用Protégé编辑领域本体，并根据几

何定理证明的具体要求，修改或添加一些必要的属

性扩充领域本体，存储为.owl文件。 
1.2  平面几何本体模型 

本体模型主要由如下几部分组成。 
1) 类：一个类是一类个体的集合。一个领域中

的最基本概念应分别对应于各个分类层次树的根。

OWL中的所有个体都是类owl:Thing的成员，主要包

括rdfs:subClassOf、owl:equivalentClass等关系。平面

几何定理证明中的基本类包含点类、线类、角类、

圆类、多边形类等。基于WordNet重用的领域本体半

自动构建方法构建的多边形的分类关系如图1所示，

其中长方形和矩形是等价类的关系。 
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图 1  类的构建示意图 

2) 属性：属性是断言关于类成员的一般事实以

及关于个体的具体事实的依据，一个属性是一个二

元关系。基本属性主要包括 ObjectProperty 、

DatatypeProperty 、 Domain 、 TransitiveProperty 、

SymmetricProperty、FunctionalProperty、InverseOf、
Range、HasValue等。此外，在平面几何定理证明领

域，还需要添加一些领域属性，部分领域属性如表1
所示。 

表1  领域部分属性列表 

属性名 属性类型 属性含义 
领域 

(domain) 

范畴 

(range) 

长度 数据类型 线段的长度 线段 xsd:float 

有中点 对象类型 线段的中点 线段 点 

有端点 对象类型 线段有端点 线段 点 

有顶点 对象类型 多边形有顶点 多边形 点 

有边 对象类型 多边形有边 多边形 线段 

x 坐标 数据类型 点的横坐标 点 xsd:float 

y 坐标 数据类型 点的纵坐标 点 xsd:float 

如图2所示，虚线上方表示构建的是具有长度属

性的线段类，属性类型是数据属性。一个类可具有

多个属性。 
3) 个体：类的成员是范畴中的一个个体。类仅

是一个名称和一些描述某集合内个体的属性，而个

体是该集合的成员。type表示一个RDF属性(RDF 
property)，用于关联一个个体和它所属的类。 

 
图2  属性构建示意图 

如图2所示，虚线下方为属性构建实例。已知个

体“AB”和个体“2”之间具有“长度”属性，则

可推理出“AB是线段”“2是长度值”。相反地，若

已知“BC是线段”“2是长度值”，则可推理出“BC”
与“2”之间具有“长度”属性。图中实线箭头表示

已知条件，虚线箭头表示由本体推理出的结论。 
1.3  本体模型构建思路 

本文采用的是基于WordNet重用的领域本体半

自动构建方法，并将几何模型中的基本元素作为本

体模型中的类；将基本元素的性质及其关系作为本

体模型类的属性；将几何定理作为联系整个本体模

型的规则；然后将几何例题作为本体模型的个体进

行实例化。 

2  基于Prolog规则的推理 

描述逻辑可以执行本体推理，但描述逻辑对陈

述性知识的表达能力不足，不能提供关系间的组合

推理。如已知属性关系hasFather(Tom,Jack)和关系

hasSpouse(Jack,Rose)，却无法推理出hasMother(Tom, 
Rose)，即不能通过描述逻辑的推理。而大多数的问

题求解都涉及复杂关系间的组合推理，因此需合理

地将规则推理与本体推理相结合。 
规则可遵循多种语法，常用的有SPARQL、

Prolog等，本文使用Prolog进行规则描述。如线段相

等，可用规则描述如下： 
(<-- (线段相等 ?x ?y) 
(q- ?x !rdf:type !o:线段) 
(q- ?y !rdf:type !o:线段) 
(q- ?x !o:长度 ?m) 
(q- ?y !o:长度 ?n) 
(part=?m ?n) 
(not (part=?x ?y))) 
可以通过查询语句(select(?x ?y)(线段相等?x ?y))

得到实例模型中所有相等的线段，由此可以判断线

段AB和线段BC相等。该方法可应用于平面几何定理

证明。 

3  平面几何案例设计及实现 

例：已知任意四边形ABCD，点E、F、G、H分

别是线段AB、BC、CD、DA的中点，如图3所示。

证明四边形EFGH是平行四边形。 
考虑到目前的推理系统有前推系统(根据已知

事实及相关的性质定理进行前向推理)、后推系统(从
目标及相关的定义、判定定理进行后向推理)和将二

者结合的双向推理系统。本文中采用的是双向推理

的方法。 
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图3  实例示意图 

表2  已知对象类的相关性质定理 

对象类 性质定理 定理描述 结论 

中点 中点性质定理 
点 C 是线段 AB 的中点, 

可得出 AC=CB 
线段相等 

三角形 

三边关系 1 三角形两边之和大于第三边 边的不等关系 

三边关系 2 三角形两边之差小于第三边 边的不等关系 

三角形 

内角和 

一个三角形的三个内角的和 

等于 180° 
内角和 

四边形 
四边形 

内角和 

四边形的内角的和为 360° 
内角和 

三角形 

中位线 

三角形 

中位线定理 

三角形的中位线平行于底边，

且等于底边的一半 
平行关系 

等量关系 

1) 前推法分析。分析本例的已知条件，有点类、

线段类、三角形类、四边形类、中点类等，每个类

有与其相关的性质、定理及与其对应的本体模型。

表2所示为已知对象类的相关性质、定理，表中列出

了相应定理的结论。 

三角形类的部分本体模型如图4所示，该图描述

了与本例相关的三角形的属性、线段的属性、点的

属性及部分实例等。三角形有边、有顶点的属性是

从多边形继承来的，即由rdfs:subClassOf推理得出的。 
进一步，由对表2的分析可以看出，与平行关系

和线段等量关系相关的定理只有三角形中位线定

理，而三角形中位线的本体模型描述如图5的虚线上

方部分所示，虚线下方部分为三角形的中位线所具

有性质的定理，可描述三角形的中位线所具有的属

性。三角形的中位线的Prolog规则描述如下： 
<-- (三角形的中位线  ?f  ?d ?z) 
(q- ?f !rdf:type !o:三角形) 
(q- ?f !o:object有边  ?x) 
(q- ?f !o:object有边  ?y) 
(q- ?f !o:object有边 ?z) 
(not(part= ?x ?y)) 
(not(part= ?x ?z)) 
(not(part= ?y ?z)) 
(q- ?x !o:object有中点 ?a) 
(q- ?y !o:object有中点 ?b) 
(not(part=?a ?b)) 
(q- ?d !o:object有端点 ?a) 
(q- ?d !o:object有端点 ?b) 

 
图4  三角形部分本体模型图 

根据上述Prolog规则，可由建立的本体模型推理

出f表示三角形，d表示三角形的中位线，z表示三角

形的底边。通过三角形的中位线性质的定理可得出

三角形的中位线与三角形的底边的关系为“三角形

的中位线平行于第3边(底边)，且等于第3边(底边)的

一半”，因此可建立三角形的中位线的平行关系属性

和线段等量关系属性(等于1/2)，且两个属性都具有

传递性(transitivity)。因此，根据上述Prolog规则和传

递性的约束属性，可由前推法得到相关结论，如表3
所示。 
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图5  三角形的中位线模型及其性质定理 

表3  本体和规则推理结果 

关系 对象实例 

平行关系 
EF//AC、GH//AC、EH//BD、 

GF//BD、EF//GH、EH//GF 

线段等量关系 
EF=AC/2、GH=AC/2、EH=BD/2、 

GF=BD/2、EF=GH、EH=GF 

 
2) 后推法分析。分析本例中的结论为“四边形

是平行四边形”，需用到相关的判定定理如表4所示。

基于本体的平行四边形后推法模型可描述为如图6
所示的过程。 

表4  “四边形是平行四边形”结论的判定定理 

判定定理 定理描述 

定义 两对对边分别平行的四边形是平行四边形 

判定定理 1 两组对角分别相等的四边形是平行四边形 

判定定理 2 两组对边分别相等的四边形是平行四边形 

判定定理 3 对角线互相平分的四边形是平行四边形 

判定定理 4 一组对边平行且相等的四边形是平行四边形 

 
四边形类的本体描述从略，其属性还包括对边、

邻边等。如图6所示，要证明四边形为平行四边形，

可通过平行四边形的定义和平行四边形的判定定理

1～4等进行证明。定义平行四边形，需定义其两组

对边分别平行。因此其相应的Prolog规则描述如下： 
(<--(平行四边形 ?x) 
(q- ?x !rdf:type !o:四边形) 
(q- ?s1 !o:object对边 ?s3) 
(q- ?s2 !o:object对边 ?s4) 
(not(part=?s1 ?s2)) 

(平行 ?s1 ?s3) 
(平行 ?s2 ?s4)) 
由表3、表4和该平行四边形的Prolog规则，即可

推理出该四边形EFGH为平行四边形，从而基于本体

和Prolog规则的推理描述结束。 

 

平行四边形判定定理 1 

 

平行四边形定义 

平行四边形 
(EFGH) 

两组对边分别平行 

对边平行

 

平行四边形判定定理 2 平行四边形判定定理 4 

 

平行四边形判定定理 3 

 

对边平行

 

 
图 6  基于本体的后推法 

最后，将本体实例模型保存为.owl文件。支持

owl的推理机很多，如RACER、FaCT、Pellet、Jena
等。本文采用基于Jena和Prolog的Allegro Graph(AG)
数据库进行推理，因为AG数据库提供了外部调用的

API，而且AG数据库存取数据的方式是三元组形式，

与上述的模型描述一致，存取的形式接近自然语言。

将上述本体实例模型和Prolog规则导入AG数据库，

则得到平行四边形EFGH。至此，本文例题的平面几

何定理证明圆满完成。 

4  结  论 
本文通过对本体理论、本体建模、基于Prolog

的推理等方面的研究和对例题证明过程的设计与实

现，验证了基于本体和Prolog规则进行平面几何定理

证明的可行性。虽然尚不能确定这是一种快速的方

法，但是完全有理由相信这是一种有前途的机器证

明方法。 
首先，基于本体的方法很好地体现了概念及其

关系之间的层次性和结构性，以及关系之间的约束

性，基于Prolog规则的方法很好地解决了复杂的关系

间的组合推理。将两种方式结合，可有效地规避问

题求解中的多次判断问题。其次，可将问题分析和

推理同步进行，证明的效率可得到较大的提高。再

次，基于本体和Prolog规则的几何定理证明是接近自

然语言的证明方法，是定理机器证明的新思路，且

本体模型的构建及其推理还可进一步应用于数据挖

掘，为行业用户提供精确的信息检索、智能推送等

服务。 
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