
  第 40 卷  第 3 期                          电 子 科 技 大 学 学 报                             Vol.40  No.3   
    2011年5月             Journal of University of Electronic Science and Technology of China                May 2011 

·机械电子工程· 

认知不确定性的谐波齿轮减速器可靠性分析研究 

杜  丽，肖宁聪，黄洪钟，何俐萍，李海庆  
(电子科技大学机械电子工程学院  成都  611731) 

 
【摘要】以航天器使用的谐波齿轮减速器为研究对象，在不同信息来源的不确定性处理方法的基础上，研究认知不确定

性和客观不确定性同时存在时的概率——非概率可靠性混合模型。建立航天器使用的谐波齿轮减速器的可靠性分析模型，并

对模型中的参数进行了灵敏度分析。该方法不用搜索极限状态方程的设计验算点，有较高的鲁棒性。 
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Abstract  Since the constraints of various objective reasons and conditions, the lack of data exists in 

reliability engineering widely, especially in reliability-based design of aerospace. There is large amount subjective 
information exists in initialize data. Traditional reliability analysis method, such as probability-based method, can 
not handle the situation when both epistemic and aleatory uncertainties are presented in the system, the results 
acquired by probability-based method have large errors when used in practical engineering, sometimes may acquire 
a wrong result. This paper is aim at the spaceflight harmonic drive. After the sources of uncertainties and the 
method how to handle them are introduced, the mixture reliability analysis model of probability and 
non-probability are presented under both epistemic and aleatory uncertainties, and the reliability analysis model of 
harmonic drive is established while the sensitivity of parameters is given based on this reliability analysis model. 
Since the so called most probable point (MPP) search is not required, the proposed method is robust. 
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随着航天技术的发展，高可靠及长寿命航天产

品已成为共同需求和发展趋势。目前，在航天器设

计中，一般均要求其可靠工作时间为10年、15年甚

至20年以上，对航天器可靠性分析和设计提出了严

峻的挑战。 
太阳翼驱动机构和天线指向机构是卫星的常用

机构[1]。由于谐波齿轮减速器具有承载能力高、质

量轻、回差低(或是接近零回差)、减速比范围大等特

点[2-3]，被广泛地应用于太阳翼驱动机构和天线指向

机构中。谐波齿轮减速器的可靠性在一定程度上决

定了驱动机构和指向机构的可靠性。 
目前，国内外已经对谐波齿轮减速器的运动原

理、运动精度、建模等[2,4]进行了广泛研究。然而，

对谐波齿轮减速器进行寿命估计时，国内外的相关

设计手册大多将影响谐波齿轮寿命的相关参数设为

固定值[5]，这可能会带来极大的误差。如谐波齿轮

减速器的额定输出力矩通常在某个值的周围变动，

从而允许在某些情况下输出力矩可以发生改变。此

外，航天器中使用的谐波齿轮减速器运行环境恶劣，

且初始数据中通常包含着大量的主观信息。综上所

述，单纯的基于概率(随机)的可靠性分析方法已不能

很好地解决这类实际工程问题，需要一种能同时考

虑认知不确定性和客观不确定性的可靠性分析方法。 
近10余年来，有关学者研究并考虑认知不确定

性和客观不确定性的可靠性分析方法。文献[6]提出

了一种区间变量及随机变量同时存在时基于一阶可
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靠性方法(first order reliability method，FORM)的统

一不确定性分析方法。文献[7]提出了在混合变量下

的系统可靠性分析方法，用模糊数描述系统认知不

确定性。然而，这些方法在处理方式和求解效率方

面尚存在着许多不足。本文以航天器中使用的谐波

齿轮减速器为研究对象，应用区间分析，提出一种

同时处理认知不确定性和客观不确定性的系统可靠

性建模方法。为了说明该方法的有效性，采用蒙特

卡罗洛仿真方法(Monte Carlo simulation, MCS)进行

验证，并对模型中的参数进行灵敏度分析。 

1  不确定信息的表示和运算 
1.1  基于概率的客观不确定性表示 

在实际工程中，不确定性信息随处可见。在可

靠性分析中，不确定性信息主要分为客观不确定性

和认知不确定性两大类[8]。客观不确定性是事物固

有的、本质上的不确定性，可以用概率方法如分布

函数等来描述，这类不确定性是不能消除的。 
1.1.1  贝叶斯估计 

设随机矢量 X 的概率密度函数为 ( )f X ， ( )f X
属于概率密度函数空间 fΘ ，其定义为： 

{ ( ) , ( ) 0, ( )d 1}n
f f R f fΘ

∞

∞
≡  | ∈ =∫

＋

－
≥X X X x x  

设某随机参数θ 的先验密度为 ( )π θ ，随机变量

X 的联合密度函数为 ( | )p x θ ，则参数θ 的后验密度

函数[9]为： 

( | ) ( | ) ( ) / ( )x P x m xπ θ θ π θ=          (1) 

式中， ( )m x 为边缘密度函数。 
由于 ( )m x 不依赖于θ ，在计算θ 的后验分布中

仅起到一个正则化因子的作用，如果把 ( )m x 省略，

则贝叶斯公式[9]改写为： 
( | ) ( | ) ( )x P xπ θ θ π θ∝            (2) 

式中，∝为不依赖于θ 的常数因子。 
1.1.2  一阶可靠性方法(FORM) 

在可靠性分析中，系统的失效概率定义为： 
[ ( ) 0]f rP P G= <X              (3) 

式中， ( )G X 为系统功能函数；X 为系统随机矢量。 
设随机矢量的联合概率密度函数为 ( )fX X ，则

系统失效概率为： 

 ( ) 0
Pr[ ( ) 0] ( ) df

G
P G f

<
= < = ∫ X

X
X x x      (4) 

一般情况下，直接用式(4)进行求解是不可行的。

用FORM计算系统的失效概率分为[10]： 
1) Nataf转换。通过Nataf转换，把 X 空间的随

机矢量 1 2( , , , )nX X X= X 等价转换为标准U 空间

的随机矢量 1 2( , , , )nU U U= U [11]有： 
1[ ( )]

ii X iu F xF −=              (5) 

式中， 1[ ]F −
 为标准正态累积分布函数的反函数；

( )
iX iF X 为随机变量 iX 的累积分布函数。 

2) 搜索极限状态方程的设计验算点 (most 
probable point，MPP)。MPP点搜索是一个迭代优化

过程，表示如下： 

( )

min

s.t.  0G

β  =


=

U
U

U
              (6) 

式中，  为随机矢量 1 2( , , , )nU U U= U 的模；β 为

系统可靠性指标。 
3) 计算系统的失效概率[12-13]。失效概率为： 

[ ]Pr ( ) 0 ( )fP G F β= = −≤U        (7) 

式中， ( )F  为标准正态累积分布函数。 
用FORM求解系统的可靠度，主要为搜索极限

状态方程的MPP点。而MPP点搜索是一个循环迭代

的优化过程，需要大量的计算时间。在某些时候，

极限状态方程可靠性设计点不只一个，或是根本搜

索不到该方程的设计点。另外，如果功能函数的非

线性高，形式复杂，求解其导数是非常繁琐的。而

基于样本的仿真法，对极限状态方程没有特别要求，

也不要求功能函数存在导数，更不需要搜索极限状

态方程的MPP点，因此，在求解算法上具有一定的

便利性和很好的鲁棒性。由于对系统失效贡献最大

的样本点为MPP点和在极限状态方程边界周围的 
点[12]，故在选择样本点时，仅考虑在极限状态方程

周围的点就可以使以下方程成立，有： 
( ) 0G ≈X                 (8) 

再对这些样本点进行回归分析，得到一原极限状态

方程 ( ) 0G =X 的线性切平面方程 ( ) 0LG =X 。通常

( ) 0LG =X 是一个超平面，其失效概率近似地等于

( ) 0G =X 的概率。由于选择的样本点不用太多，故

能快速地求出结果。 
1.2  基于区间的认知不确定性表示 

认知不确定性也称为主观不确定性，处理认知

不确定性常用的分析方法主要有贝叶斯方法、可能

性理论、证据理论、区间方法和不精确概率等。由

于区间方法的直观性和方便性，本文拟采用区间来

表示认知不确定性。 
一个有界的区间可以表示为： 

[ , ] { , }x x x x x x R= ∈≤ ≤  

常用的区间运算通常包括并运算、平均运算、

权值混合运算3种。 
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1.2.1  并运算 
设变量 x 有 n个不同信息来源 1 1[ , ]x x ， 2 2[ , ]x x ，

， [ , ]n nx x ，并运算定义为： 
1 2 2[ , ] [ , ] [ , ] [ , ]n nx x x x x x x x∆ ∆ ∆ =      (9) 

式 中 ， ∆ 为 运 算 符 ； 1 2min[ , , , ]nx x x x=  ；

1 2max[ , , , ]nx x x x=  。 
1.2.2  平均运算 

对于 n个不同的信息来源 1 1[ , ]x x ， 2 2[ , ]x x ，，

[ , ]n nx x ，平均运算定义为： 
1 2 2[ , ] [ , ] [ , ] [ , ]n nx x x x x x x x∆ ∆ ∆ =       (10) 

式 中 ， ∆ 为 运 算 符 ； 1 2[ ]nx x xx
n

+ + +
=



；

1 2[ ]nx x xx
n

+ + +
=



。 

1.2.3  权值混合运算 
对 于 n 个 不 同 的 信 息 来 源 1 1 1[ , , ]x x w ，

2 2 2[ , , ]x x w ，，[ , , ]n n nx x w ，权值混合运算定义为： 
1 1 1 2 2 2[ , , ] [ , , ] [ , , ] [ , ,1]n n nx x w x x w x x w x x∆ ∆ ∆ =   (11) 

式中，∆ 为运算符； ( 1,2, , )iw i n=  为相应区间所对

应的权值系数，且
1

1
n

i
i

w
=

=∑ ； 1 1 2 2[x w x w x= + +  

]n nw x+ ； 1 1 2 2[ ]n nx w x w x w x= + + + 。 

2  概率-非概率可靠性混合模型 
2.1  基于区间分析的可靠性模型 

设 系 统 功 能 函 数 ( )Z G= Y , 其 中

1 2( , , , )nY Y Y= Y 为不相关区间矢量，则 Z 也为一区

间变量，其均值和离差分别为 cZ 和 rZ ，可靠指标为[14]： 
c rZ Zη =               (12) 

根据式(12)，当 1η > 时， ( )G > 0Y ，系统安全

可靠；当 1η < − 时， ( )G < 0Y ，系统失效；当 1η−1 < <
时， ( )G > 0Y 和 ( )G < 0Y 均有可能，即系统既可能

安全，也可能失效。由式(12)可知，η 值越大，系统

的安全程度越高[14]。 
2.2  概率-非概率可靠性混合模型 

当系统同时存在认知不确定性和客观不确定性

时，如用随机变量表示客观不确定性，区间变量表

示认知不确定性，则系统的功能函数既含有随机变

量又含有区间变量，此时系统的功能函数可表示为

( , )G X Y ，其中 1 2( , , , )mX X X= X 为随机矢量，

1 2( , , , )nY Y Y= Y 为区间矢量。若区间矢量Y 为常值

矢量，功能函数仅含随机矢量 X ，此时功能函数退

化为随机可靠性问题，则可用常规概率方法处理。

若随机矢量 X 为常值矢量，功能函数仅含区间矢量

Y ，则应采用非概率方法进行处理[15]。 
以如下线性功能函数为例，有： 

( )
1 1

m n

i i j j
i j

G a X b Y
= =

, = +∑ ∑X Y         (13) 

式中， iX 为独立正态随机变量， 1,2, ,i m=  ； jY 为

不相关的区间变量， 1,2, ,j n=  。 
当非概率可靠指标为 ( ) 1Xη > 和 ( ) 1Xη > − ，可

分别求出系统的可靠指标 minβ 和 maxβ [15]： 

( ) 2 2
min

1 1 1
i i

m n m
c r

i x j j j j i x
i j i

a b y b y aβ m σ
= = =

 
= + − 

  
∑ ∑ ∑  (14) 

( ) 2 2
max

1 1 1
i i

m n m
c r

i x j j j j i x
i j i

a b y b y aβ m σ
= = =

 
= + + 

  
∑ ∑ ∑  (15) 

根据式(14)、式(15)和式(7)，可得出系统的失效

概率 min
max( )fP F β= − 和 max

min( )fP F β= − ，由此可知，

系统的失效概率仍为区间变量 min max[ , ]f f fP P P∈ 。 
由于区间变量的不确定性，系统极限状态方程

( ) 0G =X 的近似线性方程 max 0LG = 及 min 0LG = 之

间的区域为不能精确确定的失效区域。 maxLG 、 minLG
及 maxβ 、 minβ 之间的关系如图1所示。 

1y

2y

0

max 0LG =

min 0LG =

*
maxLy

*
minLy

•

•

maxβ

minβ

安
全

域

失
效

域

 
图1  maxLG 、 minLG 及 maxβ 、 minβ 的示意图 

3  航天器用谐波齿轮减速器可靠性 
分析 

3.1  谐波齿轮减速器的组成及传动原理 
谐波齿轮减速器由波发生器(wave generator)、

柔轮(flexspline)和刚轮(circular spline)等3个基本构

件组成[3]，如图2所示。 
谐波齿轮减速器利用柔性元件的弹性变形转换

传递运动和力矩。柔轮在凸轮的作用下产生变形，

从而使波发生器长轴两端的柔轮轮齿与刚轮轮齿完

全啮合，而短轴处轮齿完全脱开。在波发生器短轴

和长轴之间，有的轮齿逐渐进入啮合状态，成为啮

入；有的逐渐进入脱开状态，成为啮出。由于波发

生器连续转动，使啮入、啮合、啮出、脱开4种情况

依次变化，从而实现减速器连续转动[3]。 



  第3期                     杜丽，等:  认知不确定性的谐波齿轮减速器可靠性分析研究 473   

 
图2  谐波齿轮减速器组成示意图 

3.2  谐波齿轮减速器可靠性建模 
通常情况下，谐波齿轮减速器的寿命主要由柔

轮决定，谐波齿轮减速器的寿命估计为[5]： 
3575 10 H

h
V A

TL
N K T

 ×
=  

 
           (16) 

式中， hL 为预计寿命； HT 为额定输出转矩； VN 为

实际输入转速；T 为输出轴名义转矩； AK 为工况系数。 
根据应力-强度干涉模型，谐波齿轮减速器的功

能函数为： 
3575 10( , , , , ) 8 760H

H V A
V A

TG T N T K m m
N K T

 ×
= − 

 
 (17) 

式中，m 为设计预计运行年数；8 760 (365 24)= × 为

一年总共的运行小时数。 
当 0G > 时，系统可靠；当 0G < 时，系统失效。

系统的极限状态方程为 0G = 。 
3.3  混合模型的可靠性分析 

在传统的谐波齿轮减速器寿命分析中，通常近

似地使用一个精确的数值或均值表示设计变量，这

样会带来较大的误差，导致不能有效地指导航天器

的可靠性分析与设计。如在式(17)所示的谐波齿轮 
减速器寿命估计模型中，取 350HT = N⋅m、 VN =  
0.1 r/m、 2 000T = N⋅m、 1.3AK = ，在设计寿命为

15 a的条件下，根据式(17)可以得到： 
3575 10 350 8 760 15 0

0.1 1.3 2 000
×   − × > × 

    (18) 

由式(18)可知，该系统是可靠的。然而，在实际

工程中，式(17)中的参数为不确定性变量，其中有些

参数可以通过样本统计获取，而有些参数由于缺乏

样本数据只能获得其某个区间。对于谐波齿轮减速

器，由于额定输出转矩 HT 、工况系数 AK 都有大量

的样本数据并且容易进行测试，可以假设它们服从

正态分布，即 2( , )H H HT N T σ～ 和 2( , )
A AA K KK N m σ～ 。

对于实际输入转速 VN 和输出轴名义转矩T ，由于空

间环境多变，同时受摩擦、辐射、太空杂质以及变

形等各种因素的影响，只能得到其可能的取值区间，

即 [ , ]V V VN N N∈ 和 [ , ]T T T∈ 。应该同时考虑认知不

确定性和客观不确定性对谐波齿轮减速器寿命的影

响，以使可靠性分析结果更符合实际且更加合理。 
然而，由于式(17)中两个参数为随机变量，两个

参数为区间变量，系统的可靠性模型属于概率-非概

率混合可靠性模型，因此该系统的失效概率应该是

一个区间而不是一个精确的数值。为了求取这个区

间，运用样本法先获得减速器的极限状态方程的近

似线性超平面方程为： 

0 1 2 3 4

( , , , , )
0

H V A L

H A V

G T N T K m G
a a T a K a T a N

≈ =

+ + + + =
     (19) 

式中， ia 为常数，且设 0ia > ， 0,1,2,3,4i = 。 
根据式分别(14)、式(15)和式(19)，该系统可靠

指标上下界可以表示为： 

( )
0 1 2 3 4

max 2 2
1 2( )

L H A

L
H A

G T K V

G
T K

a a a a T a N

a a

m m m
β

σ σ σ

+ + + +
= =

+
 (20) 

( )
0 1 2 3 4

min 2 2
1 2( )

L H A

L
H A

G T K V

G
T K

a a a a T a N

a a

m m m
β

σ σ σ

+ + + +
= =

+
 (21) 

根据式(7)、式(20)和式(21)，系统的失效概率为： 
[ ] [ ]min

max max maxPr 0 Pr 0 ( )f LP G G F β= < ≈ < = −  (22) 

[ ] [ ]max
min min minPr 0 Pr 0 ( )f LP G G F β= < ≈ < = −  (23) 

式中， max 0 1 2 3 4L H A vG a a T a K a T a N= + + + + ； minLG =  

0 1 2 3 4H A Va a T a K a T a N+ + + + 。 

4  可靠性灵敏度分析 
可靠性灵敏度定义为失效概率对均值和方差的

偏导数，它反映了随机变量的均值和方差对结构可

靠性的影响程度[13]。当随机变量均服从正态分布时，

变量 iX 的可靠性灵敏度[10]为： 

2

( )

( )( )

f i

i i

f i

i i

P y

P y

f β
m βσ

f β
σ βσ

∗

∗

∂ −
= ∂

∂ − =∂

           (24) 

式 中 ， f 为正 态 概率密 度 函数， 即 ( )f β− =  
2exp( / 2) / 2πβ− ； iy∗ 为随机变量 iX 在标准正态分

布空间的设计验算点所对应的 iy 轴的坐标值。 
由于系统失效概率为一区间，因此采用系统平

均失效概率对随机变量的均值和方差的偏导数表征

灵敏度，即有[10]： 
min max

max min
max min

max min

( )1
2

1 ( ) ( )
2

f f f

i i

i i

i i

P P P

y y

m m

f β f β
β σ β σ

∗ ∗

∂ +
= =

∂ ∂

 
− + − 

 

  

(25)
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min max

2 2
max min

max min
max min

( )1
2

( ) ( )1 ( ) ( )
2

f f f

i i

i i

i i

P P P

y y

σ σ

f β f β
β σ β σ

∗ ∗

∂ +
= =

∂ ∂

 
− + − 

 

  

(26)

 

当变量 X 为区间变量时，根据可靠性灵敏度的

定义[16]，可以得到： 

0

( ) ( )
limf f f f

x

P P P x x P x
x x x∆ →

∂ ∆ + ∆ −
= ≈

∂ ∆ ∆
      (27) 

式中， maxx 为最大失效概率所对应的值； minx 为最

小失效概率所对应的值。由于近似极限状态方程为

线性，所以 maxx 和 minx 一般为对应区间的两个端点。 
灵敏度分析结果能够为可靠性设计提供指导，

使设计人员明确某个参数对系统失效概率的影响最

大。当灵敏度为正数时，参数变大将导致系统失效

概率变大，为负数时，则参数变大会导致系统失效

概率变小，所以在设计时要严格控制灵敏度为正的

大参数的变化范围。 

5  算例仿真 
为了说明前述方法的计算步骤，现给出某一谐

波齿轮减速器的相关参数，如表1和表2所示。假设

工况系数服从均值未知、方差已知的正态分布
2( ,0.1 )

AA KK N m～ 。 设 均 值
AKm 的 先 验 分 布 为

2(1.268,0.08 )
AK Nm ～ 。为了求出均值

AKm 的贝叶斯

估计值，如咨询某专家将工况系数 AK 取值为1.35。
根据式(2)得

AKm 的贝叶斯估计为 ˆ 1.3
AKm = 。采用本

文提出的方法，当表2中的变量取平均运算时，计算

出的谐波齿轮减速器的失效概率随时间变化的结果

如表3所示。 

表1  谐波齿轮减速器的参数分布 

变量 均值 方差 分布 

TH 350 35 正态 

KA 
AKm  0.1 正态 

表2  谐波齿轮减速器参数估计及其运算结果 

变量 信息源1 信息源2 
结果 

平均运算 并运算 

T [1 900,2 150] [1 900,1 080] [1 900,2 100] [1 900,2 150] 

Nv [0.095,0.112] [0.085,0.108] [0.09,0.11] [0.085,0.112] 

表3  谐波齿轮减速器失效概率上下界随时间变化关系 

 10 a 11 a 12 a 13 a 14 a 15 a 
min
fP  0.008 0.015 0.025 0.038 0.058 0.079 
max
fP  0.109 0.161 0.224 0.291 0.365 0.436 

由表3可知，当设计寿命为15年时，采用寿命估

算式(17)中各参数为固定值对谐波齿轮减速器进行

可靠性分析，得出系统可靠的结论；然而在同时考

虑认知不确定性和客观不确定性时，得出系统的最

大失效概率为0.436，最小失效概率为0.079。 
为了估计本文方法的计算精度和验证该方法的

正确性，本文采用大样本蒙特卡罗仿真方法对其进

行验证，其样本量为106。通过仿真，得到计算结果

的最小误差为0.001，最大误差为0.014，其系统失效

概率上下界与可靠度上下界及其蒙特卡罗仿真结果

如图3和图4所示。图中，本文提出的方法(proposed 
method)记为PM，蒙特卡罗仿真记为MCS。 

由图3和图4可知，本文所提出的方法与大样本

蒙特卡罗模拟得出的结果非常接近。然而，蒙特卡

罗模拟法一般需要较多的样本数据才能得出较为准

确的结果，同时需要花费大量的计算时间，消耗大

量的计算资源；而本文所提出的方法只需要少量的

重要样本点就可以较精确地得出系统极限状态方程

的近似线性超平面方程。当表2中的区间变量取并运

算时，其计算和仿真结果与区间变量取平均运算时

一致，不再赘述。 
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图3  用蒙特卡罗和本文方法得出的系统失效概率的对比图 
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图4  用蒙特卡罗和本文方法得出的系统可靠度的对比图 

谐波齿轮减速器可靠性灵敏度分析的计算结果

如表4所示。由表4可知，各参数的灵敏度计算结果
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随寿命的变化非常小，而且一旦确定了可靠性模型

和参数分布概率密度函数，参数的灵敏度就是一个

不变的值。从分析结果可知，参数中实际输入转速

VN 对系统的可靠性影响最大。 

表4  谐波减速器相关参数灵敏度计算结果 

相关参数 灵敏度/a 
15 14 13 

H

f

T

P
m

∂
∂

 −5.530×10−7 −5.841×10−7 −5.374×10−7 

H

f

T

P
σ
∂

∂
 2.475×10−8 2.585×10−8 2.594×10−8 

A

f

K

P
m
∂

∂
 0.047 0.046 0.048 

A

f

K

P
σ
∂

∂
 0.445 0.448 0.449 

fP
T

∂
∂

 0.001 8 0.001 4 0.001 7 

f

v

P
N

∂
∂

 17.85 13.40 12.65 

6  结  论 
本文介绍了不同信息来源的不确定性的处理办

法，研究了认知不确定性和客观不确定性同时存在

时的概率-非概率可靠性混合模型，建立了航天器用

谐波齿轮减速器的可靠性分析模型，并对模型中的

参数进行了灵敏度分析。由于认知不确定性的影响，

谐波齿轮减速器随时间变化的可靠度和失效概率是

一个区间而不是一个精确的值。当区间变量和随机

变量同时存在时，搜索方程MPP点是一个双重优化

迭代过程，需要大量的计算资源和时间，在某些时

候，方程的可靠性设计点不只一个，有时甚至根本

搜索不到MPP点。因此，基于搜索MPP点的可靠性

分析方法的效率和鲁棒性都不高。由于本文所提出

的方法不用搜索极限状态方程的MPP点，因此有较

高的计算效率和鲁棒性。该方法可以推广到其他领

域的可靠性分析中。 
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