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【摘要】针对传染病的传播与控制问题，应用复杂网络进行建模，模型支持非指数形式的传播和康复概率函数，具有准

确的预测精度，控制措施考虑边移除和节点移除对传染病发展的影响，控制参数可自由调节。文中利用空穴理论对模型进行

了数学解析，得到了可以进行数值计算的解析结果，仿真实验证实了解析结果的准确性。对控制措施的实验表明加强重点人

群防控对防治传染病具有重要意义。 
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Abstract  The epidemic spread and control problem is studied, and a model with exact predicting precision is 

presented based on complex networks, in which the non-exponential spread and recover function is considered. The 
influence of removing edges and nodes from the network is considered in the control strategy, and the control 
parameters can be adjusted freely. Mathematical analysis for the model is presented through utilizing cavity theory. 
The analytical results are confirmed by simulation experiments. The experiments on control strategy show that it is 
very important for the control of epidemic for people with more social contacts. 
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传染病传播与控制是一个跨学科研究课题。传

染病与计算机病毒、新闻、谣言的传播规律与动力

具有很大的相似性，引起了医学、计算机学和社会

学等研究者的广泛关注。对个体而言，传染病的研

究侧重于染病机理、治疗手段等；然而从社会的角

度，传染病在社会中传播和控制的相关研究具有重

要的意义，揭示传染病的传播规律与动力，分析防

控措施的效果，以及防控措施的优化，对社会防疫

工作有指导和促进作用。 
文献[1-4]总结了传染病传播的数学模型，把一

定范围内的社会群体根据身体状态分成健康但易感

染(susceptible)、感染(infected)、免疫(immune)、移

除(removed)等几类。感染者康复或死亡后不再具有

传染性，故移除(remove)比康复(recover)含义更准

确。根据病原体的致病机理和传播性，从而可定义

各类人群数量变化的微分方程。上述数学模型在一

定程度上抽象了社会中传染病的发展过程，具有形

式简洁，原理清楚的特点，但存在的不足是，该模

型假设人群是充分混合的，传染病对个体具有相同

的感染概率。但在社会现实中，个体感染传染病的

概率存在差异[5-6]，接触他人多的个体(如医务工作

者、零售人员、饭店服务员等)接触病人的机会高于

普通人，更容易被传染病感染。 
针对以上不足，研究人员提出了基于网络的传

染病模型，把社会中个体之间的接触行为抽象为网

络模型。研究发现，网络结构对传染病传播有重要

的影响[7-11]。基于网络的传染病模型将复杂网络模型

引入传染病研究，但存在以下不足。 
1) 假设处于易感染态的个体与病原载体接触

时，在单位时间内以常量 β 的比率被传染，即当易

感染个体接触病原载体时，随时间被感染的概率密

度函数 ( )s t (传播函数)满足式(1)和(2)，从而可以推
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导出式(3)： 
 

 0
( ) (1 ( )d )

t
s t sβ τ τ= − ∫           (1) 

 

 0
( )d 1s t t

+∞
=∫             (2) 

( ) e ts t ββ −=              (3) 

假设感染态个体以常量 γ 的比率转化为移除状

态，同理可得感染态个体在被感染后，随时间转化

为移除状态的概率密度函数 ( )r t ： 
( ) e tr t −γ= γ                 (4) 

式中， ( )r t 称为移除或康复函数，模型假设 ( )s t 和

( )r t 为指数形式函数，但现实世界中， ( )s t 和 ( )r t 并

不一定为指数形式。若 ( )r t 为指数形式，表明被感

染者在感染后的时间 [ , d ]t t t+ 内进入移除态的概率

随时间 t 递减，而在现实生活中，有些传染病的不同

患者有相近的康复周期或死亡周期，与指数形式的

( )r t 是矛盾的。文献[12-13]指出了 ( )r t 仅为指数形式

表示的不足。 
2) 假设易感染者与 k 个被感染者接触，在 dt 时

间内被传染的概率为1 (1 d ) dkt k tβ β− − ≈ 当 dt 足够

小时，在距离初始时间很小的时间范围内，该式是

近似正确的，但对于大时间范围数值积分，以上数

学处理并不精确，因其仅考虑了1 (1 d )ktβ− − 的一阶

导数，忽略了不为0的高阶导数，从而使大时间范围

数值积分产生了较大的累计误差。 
文献[14]利用空穴理论[15](cavity theory)研究分

析了复杂网络的逾渗问题。在此基础上，文献[13]
基于消息传递方法对复杂网络中传染病传播进行研

究，提出了支持非指数形式的传播和康复函数的复

杂网络传染病的解析方法，取得了精确的理论预测

结果。传统的传染病模型一般假设常数的状态转移

比率，文献[13]提出的方法突破了该限制，可以自定

义接触行为相应的传播与康复概率函数，从而事实

上提供了一种可行的对接触行为阵发性和记忆性的

解析工具。 
在以上工作的基础上，本文重点考虑了传染病

传播的控制措施建模，控制措施包括减少节点的部

分边连接和对部分节点的直接免疫，即边移除和节

点移除。文中基于复杂网络对加入控制措施的传染

病传播与控制问题进行建模，模型可以支持非指数

形式的传播与康复概率函数，且可调节各控制参数，

得到了完整的数学解析结果，最后通过仿真实验证

实了解析结果的准确性，并简要比较了不同控制措

施的效果。 

1  传染病传播控制模型与解析 
1.1  基于复杂网络的传染病SIR模型 
1.1.1  网络模型 

本文用无向网络表示社会中个体之间的接触关

系，网络中的节点表示社会中的个体，边表示节点

之间的接触(为便于描述，设边的权重均为1)；与某

节点 i 有边直接相连的节点集合称为节点 i 的邻居

集合，记为 ( )n i ；节点的 i 邻居个数记为degree(i)，
称为节点的度。从网络中随机选择一节点，该节点 
度为 k 的概率记为 ( )p k ， ( ) 1

k

p k =∑ 。 

随机选择一条边，则其指向度为 k 节点的概率为： 

'

( ) ( ) / ( )
k

r k kp k k p k′ ′= ⋅∑          (5) 

该节点剩余度(减去随机选择的指向其的边)为
1k − ，记剩余度为 k 的概率为： 

'

( ) ( 1) ( 1) / ( )
k

q k k p k k p k′ ′= + + ⋅∑        (6) 

记节点的联合度分布为 1 2( , )r k k ，表示随机选择

一条边，其连接的两个节点的度为 1k 和 2k 的概率，

则 1 2 2 1( , ) ( , )r k k r k k= ，
1 2

1 2
,

( , ) 1
k k

r k k =∑ 。 

1.1.2  传染病SIR模型 
个体状态分为易感染态、感染态和移除态3种。

易感染态个体不具有传染性，接触病原体时以某概

率被感染，从而进入感染态；感染态个体具有传染

性，感染态个体以某概率康复或死亡，不再具有传

染性，即进入移除态。 
记易感染态个体接触病原载体时发生疾病传播

的概率密度函数为 ( )s t ， ( )ds t t 表示易感染态个体开

始持续接触病原载体后，在时间 [ , d ]t t t+ 内被疾病

感染的概率；记康复函数为 ( )r t ， ( )dr t t 表示感染态

个体在被感染后的时间 [ , d ]t t t+ 内康复的概率。 ( )s t
和 ( )r t 可以是非指数形式概率密度函数。 

在感染后的时间 [ , d ]t t t+ 内，感染者向其处于

易感染态的邻居传播疾病的概率记为： 
  

 0  
( )d ( )(1 ( ) d )d ( ) ( ) d d

t

t
f t t s t r t s t r tτ τ τ τ

+∞
= − =∫ ∫  (7) 

1.1.3  控制措施 
本文考虑的传染病控制措施分为两种：1) 移除

节点间的部分边连接；2) 对部分节点直接注射疫

苗，从而对某传染病永久免疫。 
在网络初始时( 0t = )，令1 z− 表示处于感染态

的节点占所有节点的百分比，令 ks 表示度为 k 的节

点中处于移除态的个体占总数(不包括初始时染病
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节点)的百分比，则网络中初始时已处于移除态的节 
点占总数的百分比为 ( ) k

k

s z p k s= ⋅ ⋅∑ 。 

1 2k kb → 表示度为 1k 的节点到度为 2k 的节点的有

向边被移除的比例，这里将一条无向边视作两条方

向相反的有向边，如图1b所示，则网络中边被移除

的百分比
1 2 1 2

1 2,
k k k k

k k

b r b→ →= ∑ ，其中
1 2 1 2( , )k kr r k k→ = 。 

1.2  数学解析 
对于存在度关联的随机网络，闭路径的长度为

(ln )O N ，当节点个数 N 趋向于无穷时，局部网络近

似于树型网络，故可基于cavity theory进行求解。为

便于理解，令 i ， j ， l 均表示节点， ( )i jH t→ 表示 t
时刻内节点 i 向 j 没有传播疾病的概率， is 表示节点

i 被移除的概率， i jb → 表示节点 i 到 j 的边被移除的

概率。 

 

... ... 

l1 l1 

l2 l2 

l3 l3 

l4 l4 

l1 

l2 

l3 

l4 

l1 

l2 

l3 

l4 

i j i j 

i j i j 

a. 无向网络 

1
( )

ilH t
→1

( )
ilH t

→

4
( )

ilH t
→ 4

( )
ilH t

→

b. 无向边表示为两条有向边 

c. 删除节点 i 出发的边 d. 将节点 j 到 i 的边替换 i 到 j 的边  
图1  网络模型与cavity theory求解示意图 

在图1中，无向网络如图1a所示，将图1a中的无

向边表示为两条有向边得图1b，删除从节点 i 出发的

边得图1c，将节点 j 到 i 的边替换 i 到 j 的边得图1d。 
1) 应用cavity theory，结合图1d可知[13-14]： 

 

 0

( ) /

 

 0
( ) /

( ) 1 ( )(1 )

(1 (1 )(1 ( )))d

1 ( ) ( , , , ( ))d

t

i j i j

i l i
l n i j

t

i j i l i
l n i j

H t f b

z z s H t

f z b s H t

τ

τ τ

τ θ τ τ

→ →

→
∈

→ →
∈

= − −

⋅ − + − − − =

− −

∫
∏

∏∫

  (8)  

其中： 

( ) /

( ) /

( , , , ( ))

(1 ) (1 (1 )(1 ( )))

i j i l i
l n i j

i j i l i
l n i j

z b s H t

b z z s H t

θ τ

τ

→ →
∈

→ →
∈

− =

− ⋅ − + − − −

∏

∏
 

2) 令 ( ( ) 1)iP S t = 表示节点 i 在 t 时刻处于易感

染态的概率，记为 ( )iP S ，观图1c可得： 

( )

( ) (1 ) ( )i i l i
l n i

P S z s H t→
∈

= − ⋅ ∏         (9) 

3) 令 ( ( ) 1)iP I t = 表示节点 i 在 t 时刻处于感染

态的概率，记 ( ( ) 1)iP I t = 为 ( )iP I ，则： 
 

 0

d ( ) d ( ) d ( )(1 ) ( ) ( ) d
d d d

t
i i iP I P S P Sz r t r t

t t
τ τ

τ
= − − − + −∫  (10) 

4) 令 ( ( ) 1)iP R t = 表示节点 i 在 t 时刻处于移除

态的概率，记 ( ( ) 1)iP R t = 为 ( )iP R ，则： 
( ) 1 ( ) ( )i i iP R P S P I= − −         (11) 

由公式可知，如果求得所有节点间的 ( )i jH t® ，

则可以求出网络中任一节点在时刻 t 时处于3种状态

的概率，从而可以求出网络中节点处于3种状态的平

均期望，分别记为 ( )P S ， ( )P I 和 ( )P R ，即： 
1( ) ( )iP S P S
N

= ∑            (12) 

1( ) ( )iP I P I
N

= ∑             (13) 

1( ) ( )iP R P R
N

= ∑            (14) 

对于存在度关联的随机网络[16]，可以假设度相

同的节点的功能是相同的，从而可以把以上各种针

对节点的函数按节点对应的度进行分类。令 1k 和 2k
分别表示节点 i 和 j 的度，则： 

1 2
1 1

1
1

( ) /

1
1 1 1 2

1 2

1
1

( )

( 1)!( (1| ) ( )) ( (2 | ) ( ))
! !

( ( | ) ( ))

l i
l n i j

l l
k k

l

k
m k

m

H t

k r k H t r k H t
l l

r m k H t

→
∈

→ →

−
→

=

−

= ⋅

∏

∑
∑





 

(15) 
式中， 1( | )r m k 表示从度为 1k 的节点随机选择一条

边，其连接的另一节点度为m的概率；
l

∑ 表示对

1l , 2l 分别取非负整数，且其和为 1 1k - 的所有组合

求和。从而式(8)简化为： 

1
1 2 1 2 1 1

 
1

1
 0

( ) 1 ( ) ( , , , ( ( | ) ( )) )d
t

k
k k k k k m k

m

H t f z b s r m k H tτ θ τ τ−
→ → →= − ⋅ ⋅ −∑∫            (16) 

初始 0t = 时，疾病没有发生传播，因此对于所

有的 1k 和 2k ，
1 2

(0) 1k kH ® = 成立，从而式(16)可以数

值求解，根据节点的度对式(9)作转换： 

( ) (1 ) ( ( | ) ( ))k
k k m k

m

P S z s r m k H t→= − ⋅ ⋅∑   (17) 

同理，对式(10)～(14)作相应转换，则可求出任
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意时刻的传染病传播情况。 
若令

1 2 1k k kb b® = ， ( | ) ( )r m k r m= ，即认为对边的

移除仅与边出发的节点度数相关，且随机网络不存

在度关联(配置模型网络[17])，则式(16)简化为： 

1

1
1 1

 
1

 0

( ) 1

( ) ( , , , ( ( ) ( )) )d

k

t
k

k k m
m

H t

f z b s r m H tτ θ τ τ

→

−
→

= −

⋅ ⋅ −∑∫
 

  (18) 
式中，

1
( )kH t® 表示从度为 1k 的节点出发的边在 t 时

刻内没有传播疾病的概率。 
令 ( ) ( ) ( )m

m

H t r m H t→= ⋅∑ ，则： 

 
1

 0

 
1

 0

( ) ( ) ( )

( ) (1 ( ) ( , , , ( ) )d )

1 ( ) ( ( ) ( , , , ( ) ))d

m
m

t
m

m m
m

t
m

m m
m

H t r m H t

r m f z b s H t

f r m z b s H t

τ θ τ τ

τ θ τ τ

→

−

−

= ⋅ =

⋅ − ⋅ − =

− ⋅ ⋅ −

∑

∑ ∫

∑∫

   

(19) 
这样，由初始值 (0) 1H = 可以对 ( )H t 进行数值

求解。在满足式(18)和(19)的前提条件下，式(17)可
简化为： 

( ) (1 ) ( ( ))k
k kP S z s H t= - ?        (20) 

式(10)～(14)也可作相应转换，即可得任意时刻各节

点处于3种状态的概率。 
1.3  与相关研究结果比较 

对于式(19)，如果不存在边移除和节点移除，即

令 0m mb s= = 对于所有节点成立，得到： 

 
1

 0

 
1

 0

( )

1 ( ) ( ( ) ( ,0,0, ( ) ))d

1 ( ) ( ( )(1 ( ( )) )) d

t
m

m

t
m

m

H t

f r m z H t

f r m z H t

τ θ τ τ

τ τ τ

−

−

=

− ⋅ ⋅ − =

− − −

∑∫

∑∫ (21)

 

式(21)与文献[13]的式(26)的结果一致，可表示

无控制措施情况下的传染病传播问题。 

对于式(19)，如果令 1z = 且
 

 0
( )d 1f τ τ

+∞
=∫ ，即

传播必然会从染病节点向邻居节点传播，当 t = + ?
时，则式(19)可转化为： 

 
1

 0

 
1

 0

1

( )

1 ( )( ( ) (1, , , ( ) ))d

1 ( ( )(1 )(1 ) (1 ( ( )) )) ( )d

1 ( ( )(1 )(1 ) (1 ( ( )) ))

t
m

m m
m

m
m m

m

m
m m

m

H

f r m b s H t

r m b s H f

r m b s H

τ θ τ τ

τ τ

=∞
−

∞
−

−

∞ =

− ⋅ − =

− − − ⋅ − ∞ =

− − − ⋅ − ∞

∑∫

∑ ∫
∑

 

(22)

 

令 1 ( )U H= - ? ，则上式转化为： 

1( ( )(1 )(1 ) (1 (1 ) ))m
m m

m

U r m b s U −= − − ⋅ − −∑   (23) 

与文献[14]的式(14)相同，可表示复杂网络边和

节点移除的逾渗问题。 

2  实例解析与仿真实验 
实例解析与仿真实验目的：1) 验证第2节解析

结果是否符合仿真实验；2) 简要考察不同控制措施

的效果。 
考虑节点度分布服从湐松分布的无度关联的随

机网络， ( ) e
!

k
k kp k

k
−< > 〈 〉

= ， k狁 表示节点平均度，取

3k狁= 。传染病相关概率函数为 ( ) e ts t bb -= 和

( ) e tr t gg -= ，则 ( )( ) e tf t β γβ − += ，分别取 0.889b = ， 

0.222r = ，1-z表示初始时处于感染态的节点占所有

节点百分比， 0.999z = ，并分别结合以下控制措施

进行数学分析求解和仿真实验：1) 以1/2的概率随机

移除网络中的边，不移除节点。2) 从度最大的节点

开始，以0.55的概率移除该节点的边，直到移除边

的总数达到1/2，不移除节点。3) 从度最大的节点开

始，以0.6的概率移除该节点的边，直到移除边的总

数达到1/2，不移除节点。4) 以1/2的概率随机移除

网络中的节点，不移除边。5) 从度最大的节点开始，

以0.55的概率移除该节点，直到移除节点的总数达

到1/2，不移除边。6) 从度最大的节点开始，以0.6
的概率移除该节点，直到移除节点的总数达到1/2，
不移除边。 

针对实验方案，式(19)转化为： 
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(24) 
根据式(24)对时间 t 求微分得： 

1d ( ) ( )(1 ( )) ( ) ( , , , ( ) )
d

m
m m

m

H t H t r m z b s H t
t

β γ β θ −= + − − ⋅∑  
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d
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=
+ − − ⋅∫ ∑

 

(26) 
图2中，曲线代表6种实验基于公式(10)～(14)、

(17)及(24)～(26)的数值计算结果，圆形和棱形代表6
种实验分别在100次相同条件下仿真得到的实验的
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平均结果；感染者比例和移除者比例分别使用左右

纵轴作为坐标轴。由于仿真实验需要使用随机数，

故基于图2的结果可以认为数值计算与仿真实验准

确匹配，实证了本文数学解析的精确性。移除者比

例对时间的微分和感染者比例成线性关系，与指数

形式的康复函数 ( ) e tr t gg -= 的数学含义相吻合。 
图2a、2b和2c的移除边总数相同，移除策略不

同，说明在相同的移除边总数的情况下，对高度节

点的边移除概率越高，对传染病传播的抑制效果越

好。在时间80 s时，图2a、2b和2c中的移除者(即曾

感染的个体)比例分别为0.32、0.185和0.067。 
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b. 以0.55概率移除高度节点边，直到移除边总数达到0.5 
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c. 以0.6概率移除高度节点边，直到移除边总数达到0.5 
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d. 以0.5概率随机移除网络中的节点  
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e. 以0.55概率移除高度节点，直到移除节点总数达到0.5 
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f. 以0.6概率移除高度节点，直到移除节点总数达到0.5 

图2 感染者比例 

图2d、2e和2f的移除节点总数相同，移除策略

不同，说明在相同的移除节点总数的情况下，对高

度节点的移除概率越高，对传染病传播的抑制效果

越好，在时间80 s时，图2d、2e和2f中的移除者比例

分别为0.661、0.576和0.517，减去初始时已移除的

0.5后，则分别为0.161，0.076和0.017。 
数学分析结果和实验相吻合，对控制措施的研

究表明，在传染病的防控工作中，应对社会中重点

人群(与他人社会接触多的人群)作重点防控，包括对

其注射疫苗和使其减少社会接触，就能有效抑制的

传染病传播速度和最终感染率。 
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3  结  论 
本文研究了基于复杂网络的传染病传播与控制

问题，给出了采取控制措施时，存在度关联的随机

网络中传染病传播过程的数学解析结果，并进行了

仿真实验，且实验结果与数学解析相一致。本文的

研究工作对SI模型和SEIR模型同样适用，如何发现

最优的控制策略是下一步研究重点。 
本文提出的控制措施与时间无关，即可在整个

时间范围内移除节点和边，因此，可以考虑控制措

施与时间有关时的传染病传播问题。 
感谢Brian Karrer提供文献[13]的传染病传播仿

真实验源代码和指导。 
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