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等式状态约束下的粒子滤波算法 
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【摘要】针对具有等式状态约束的非线性高斯系统滤波问题，在粒子滤波过程中，通过投影方法将状态向量投影到状态

约束子空间，利用拉格朗日乘子法求解修正后的状态向量。由于在粒子滤波算法中可以针对状态估计或者粒子集修正，因此，

对应了两种能够处理等式状态约束的粒子滤波方法。新方法与常规粒子滤波算法相比滤波误差明显降低。仿真结果验证了新

方法的有效性。 
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Abstract  The paper aims at the problem of nonlinear Gaussian system filtering with state constraints. In 

particle filtering, state vector is projected to the state constrained subspace via projection method, and the modified 
state vector is evaluated using the Lagrange multiplier method. Because either state estimation or particles can be 
modified in the particle filtering, two new methods are given to deal with particle filtering with equality state 
constraints. The filtering errors of the new methods are lower than the that of general particle filter obviously. 
Simulation results verify the effectiveness of the new methods.  
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在状态估计理论的实际应用中，状态向量可能

包含某些线性或者非线性约束条件，如地面目标跟

踪系统中，目标运动轨迹可能会受道路二维形状的

约束；船舶沿海岸线航行过程中，会受海岸线物理

位置的约束等。如果能够将这些固有的状态约束条

件有效地施加到滤波过程中，理论上可以获得更高

的滤波精度。针对线性系统的状态约束估计问题，

人们在卡尔曼滤波的框架下做了很多研究，提出了

相应的解决办法。最初，将状态约束作为量测噪声

为0的最佳量测分量，并将其融入滤波过程。但是该

方法使得量测噪声矩阵变为奇异矩阵，从而可能会

产生数值计算问题 [1] 。概率密度函数截断 [2-3] 

(probability density function truncation ， PDF 
truncation)方法从状态向量的约束边界上对概率密

度函数进行截断，最终的约束状态向量估计等于截

断之后的概率密度函数期望。该算法在计算过程中

需要执行奇异值分解(singular value decomposition，
SVD)和Gram-Schmidt正交化，因而运算量较大。水

平滑动估计方法[4] (moving horizon estimation，MHE)
采用最优化方法最小化估计偏差和测量偏差的平方

和，该方法涉及最优化数值解法，计算量更大。估

计投影方法[5](estimate projection)针对状态向量为等

式高斯分布的线性约束问题，将状态向量投影到约

束子空间，从而获得具有约束的状态估计。该方法

计算复杂度小，而且误差性能较好，是一种简单有

效的基于Kalman滤波框架的解决方法。 
近年来，粒子滤波算法在处理强非线性系统时

能够取得更好的误差性能，受到越来越多学者的关

注[6-8]。在这种研究背景下，本文考虑如何解决粒子

滤波过程中具有等式状态约束的问题。考虑到估计

投影方法计算量小而且易于实现，本文假设状态向

量服从高斯分布，利用约束条件对粒子滤波过程中

状态向量的二阶统计量进行修正。根据修正的对象

不同，提出了两种方法。1) 对每个粒子均使用估计

投影方法进行修正；2) 只对估计结果采用估计投影

方法进行修正。由于方法1)针对每个粒子施加约束
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条件，使粒子能够更好地表达状态向量的后验分布，

从而能够获得更好的滤波精度。 

1  问题描述 
系统的动态方程和观测方程分别为： 

1 1( )k k k kf − −= +x x v               (1) 
( )k k k kh= +y x n                (2) 

式中， ( )kf ⋅ 和 ( )kh ⋅ 为状态转移函数和测量函数； 1k −v
和 kn 分别为过程噪声和量测噪声，它们都是零均值

高斯噪声，方差分别为 1k −Q 和 kR ，并且过程噪声和

量测噪声互不相关。假定状态向量 kx 存在如下线性

等式约束条件： 
k k=Dx d                 (3) 

式中， D 为已知状态约束矩阵； kd 为已知向量。 
从贝叶斯滤波角度来看，目标是进行如下递推

计算并获得各个时刻的状态向量估计。首先根据0～ k
时刻观测量 0:ky 计算状态向量的概率密度分布，即： 

0: 0: 1( | ) ( | , )k k k k kp p −= =x y x y y  

0: 1

0: 1

( | ) ( | )

( | ) ( | )d
k k k k

k k k k k

p p

p p
−

−∫
x y y x

x y y x x
        (4) 

为了使 0:( | )k kp x y 满足式(3)，通过对式(4)修正

的方法实现。使用文献[2-5]中的方法都可以实现对

式(4)的修正，并能取得不错的效果。其中文献[5]的
方法在状态向量为高斯分布的条件下，计算过程简

单，运算量小，而且精确程度较高，因此本文选用

文献[5]中的方法对状态向量进行修正。 
接下来根据状态转移方程式(1)计算 1k + 时刻

的一步预测分布为： 

1 0: 1 0:( | ) ( | ) ( | )dk k k k k k kp p p+ += ∫x y x x x y x    (5) 

式中， 0: 0 1{ , , , }k k= x x x x 表示0～ k 时刻的信号；

0: 0 1{ , , , }k k= y y y y 表示0～ k 时刻的观测。 

2  具有状态约束的粒子滤波 
粒子滤波算法是用大量的粒子及其权值来表示

状态向量的后验分布，当粒子数目无限大时，可以

无限逼近状态向量的后验分布。令 0: 1{ , }i i N
k k iw =x 表示

对后验概率密度 0: 0:( | )k kp x y 进行了 N 次随机抽样，

其中， 0:{ , 1,2, , }i
k i N= x 表示 k 时刻粒子集中有 N

个粒子， , 1,2, ,i
kw i N=  表示第 i 个粒子的权值。此

时， k 时刻的后验概率密度可以近似为： 

0: 1: 0: 0:
1

( | ) ( )
N

i i
k k k k k

i

p w δ
=

≈ −∑x y x x         (6) 

式中， ( )δ ⋅ 是Dirac Delta函数； i
kw 是经过归一化处

理的权值。 
粒子权值要根据重要性抽样原理计算获得。下

面给出粒子权值的计算过程。假定 ( ) ( )p p∝x x 是一

个难于采样的概率密度，粒子可以通过一个易于抽

样的提议函数(proposal function) ( )q ⋅ 产生，即 ix ～

( )q x ，i=1, 2, …, N。概率密度函数 ( )p x 通过下式

加权近似为： 

1

( ) ( )
N

i i

i

p w δ
=

≈ −∑x x x           (7) 

式中，
( )
( )

i
i

iw
q
π

∝
x
x

是第 i 个粒子的归一化权值。 

式(6)中权值计算为： 

0: 1: 0: 1:

0: 1: 0: 1 1: 0: 1 1: 1

( | ) ( | )
( | ) ( | , ) ( | )

i i
i k k k k
k i i i i

k k k k k k k

p pw
q q q− − −

∝ =
x y x y
x y x x y x y

(8) 

由于 
0: 1: 1 0: 1: 1

0: 1:
1: 1

( | | ) ( | )( | )
( | )

k k k k k
k k

k k

p pp
p

− −

−

= =
y x y x yx y

y y
 

0: 1: 1 0: 1 1: 1
0: 1 1: 1

1: 1

( | | ) ( | | ) ( | )
( | )

k k k k k k
k k

k k

p p p
p

− − −
− −

−

=
y x y x x y x y

y y

1
0: 1 1: 1

1: 1

( | ) ( | ) ( | )
( | )

k k k k
k k

k k

p p p
p

−
− −

−

∝
y x x x x y

y y
 

1 0: 1 1: 1( | ) ( | ) ( | )k k k k k kp p p− − −y x x x x y       (9) 

将式(9)代入式(8)得： 

1 0: 1 1: 1

0: 1 1: 0: 1 1: 1

( | ) ( | ) ( | )
( | , ) ( | )

i i i i
i k k k k k k
k i i i

k k k k k

p p pw
q q

− − −

− − −

∝ =
y x x x x y

x x y x y
 

1
1

0: 1 1:

( | ) ( | )
( | , )

i i i
i k k k k
k i i

k k k

p pw
q

−
−

−

y x x x
x x y

          (10) 

如果只考虑 k 时刻的状态估计和观测，忽略0～
k 时刻的状态估计和观测对 k 时刻粒子权值的影

响，得： 

1
1

1

( | ) ( | )
( | , )

i i i
i i k k k k
k k i i

k k k

p pw w
q

−
−

−

∝
y x x x

x x y
       (11) 

最后还需要对权值归一化处理，即： 
1

1

N
i i j
k k k

j

w w w
−

=

 
=   

 
∑             (12) 

若状态向量服从高斯分布，则 k 时刻的状态估

计及其协方差为： 

1

T

1

ˆ

ˆ ˆ( ) ( )

N
i i

k k k
i
N

i i i
k k k k k k

i

w

w

=

=


=



 = − −

∑

∑

x x

P x x x x
      (13) 

下面考虑约束条件式(3)对状态向量的影响。如
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果 x 表示利用约束条件修正后的状态估计，W 表示

任意对称的正定矩阵， x̂ 表示没有考虑约束条件前

的状态估计，则具有状态约束的估计问题就转化为

下列优化问题： 
Tˆ ˆmin ( ) ( ) ( )

s.t.
J = − −


=

  



x x x W x x
Dx d

      (14) 

采用拉格朗日乘子法求解式(14)。首先构建： 
T Tˆ ˆ( , ) ( ) ( ) 2 ( )J = − − + −   x λ x x W x x λ Dx d    (15) 

对式(15)求偏导数，并令其对各变量的偏导数等

于0，即： 
Tˆ( ) 0

0

J

J

∂ = − + =∂
∂ = − =
 ∂







W x x D λ
x

Dx d
λ

      (16) 

求解式(16)得： 
1 T 1 T 1ˆ ˆ( ) ( )− − −= − −x x W D DW D Dx d     (17) 

这种修正状态估计的方法通常称为投影方法，

也就是把当前状态估计向约束子空间投影。在具有

状态约束的粒子滤波算法中使用投影方法修正状态

向量估计值，可以直接利用式(17)修正式(13)，也可

以直接对每一个带有权值的粒子利用式(17)进行修

正，因此获得了两种基于投影的具有状态约束的粒

子滤波方法。如果状态向量服从高斯分布，在最大

化后验概率密度函数 ( | )p x y 意义下有 1−=W P ，在

最小化均方误差意义下有 =W I [5]。 
在 估 计 过 程 中 ， 可 能 会 出 现 粒 子 退 化

(degeneracy problem)现象。粒子退化是指经过多次

递推计算后，大部分粒子权值都小到可以忽略不计

的程度，只有少数几个粒子权值较大。由于那些权

值很小(近似为0)的粒子在滤波过程中几乎起不到作

用，粒子多样性特征得不到保证，会严重影响滤波

精度。为解决该问题，通常的做法是计算等效粒子

数 effN ，如果等效粒子数小于某个阈值，则采用重

抽样算法对粒子重抽样形成新的粒子集[6]。其中等

效粒子数的计算公式为： 
1

2
eff

1

( )
N

i
k

i

N w
−

=

 
=  

 
∑             (18) 

综上所述，具有等式状态约束的粒子滤波算法

总结如下。 
方法 1  输入为 1 1 1, , ,i i

k k k kw− − −x P y ，输出为

ˆ , , ,i i
k k kwx x P 。 

1) For 1,2, ,s N=  。用式(17)计算第 s 个粒子

修正之后的值的 s
kx ；式(1)计算第 s个粒子下一时刻

的状态预测值 1|
s
k k+x ；式(11)计算粒子权值。 

End For 
2) 使用式(12)将权值归一化。 
3) 使用式(13)计算 k 时刻的状态估计值 ˆkx 及其

方差 kP 。 
4) 使用式(18)计算有效粒子数，如果有效粒子

数小于某个阈值，则进行重抽样。 
方法 2  输入为 1 1 1, , ,i i

k k k kw− − −x P y ，输出为

ˆ , , ,i i
k k kwx x P 。 

1) For 1,2, ,s N=  。使用式(1)计算第 s个粒子

下一时刻的状态预测值 1|
s
k k+x ；式(11)计算粒子权值。 

End For 
2) 使用式(12)将权值归一化。 
3) 使用式(13)计算 k 时刻的状态估计值 ˆkx 及其

方差 kP 。 
4) 使用式(17)计算状态估计值 ˆkx 的修正值 kx 。 
5) 使用式(18)计算有效粒子数，如果有效粒子

数小于某个阈值，则进行重抽样。 
上述算法中只考虑了状态约束为线性的情况，

对于非线性状态约束，可以直接使用文献[9]中的方

法，也可以采用泰勒展开[5,10]，从而将非线性问题转

化为线性问题，然后再利用上述算法加以解决。 
文献[11]在多目标跟踪环境下提出了两种用于

不等式状态约束的粒子滤波方法。一种是将不等式

约束施加到粒子权值上，将那些不符合不等式约束

的粒子相应的权值赋值为0。然而该方法会使更多的

粒子权值等于0，减小了滤波过程中粒子的多样性特

征，从而降低了滤波性能。另外一种方法是改变系

统的过程噪声，使产生的粒子都符合约束条件。然

而该方法能否直接应用与具体的约束条件相关，如

文献[11]中对目标运动各个方向上的加速度进行约

束，而加速度和系统过程噪声方差直接相关，所以

可以直接对过程噪声方差进行改变并满足约束条

件。如果约束包含了其他分量，如目标位置，就不

能通过修改过程噪声并使其满足状态约束要求，也

就不能直接使用该方法。但是该方法的特点是状态

向量可以是非高斯分布，而本文算法假设状态向量

为高斯分布，因此能够取得较好的效果。如果是非

高斯分布，那么算法性能会有不同程度退化。本文

方法和文献[11]中方法的思路是完全不同的，使用条

件也不相同。 

3  仿真实验及结果分析 
假设目标在 -x y 平面内以原点为圆心，r=100 m
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为半径做圆周运动。目标运动角速度 5.7 deg/ sθ = ，

目 标 初 始 状 态 向 量 为 T
0 [ ]k ξ ξ ς ς= = =

ξ  
T[100 0 0 10] ，有一个传感器对目标进行测量跟

踪，传感器的位置为 ( , ) (0,0)s sx y = ，采样间隔为

1 sT = ，测量方程为： 
2 2( ) ( )

kk k s k s rr x y vx ς= − + − +       (19) 

atan( )
k

k s
k

k s

x v
y θ

x
θ

ς
−

= +
−

           (20) 

跟踪采用的目标状态转移方程为： 
2

1
2

1 01 0 0 2
00 1 0 0

0 0 1 10
20 0 0 1 0

k k k

TT

T
T T

T

+

 
  
  
  = +   
  
  
  

x x n    (21) 

式中，过程噪声 kn 和量测噪声 kv 都服从零均值高斯

分 布 ， 方 差 分 别 为 diag([2 2])=Q 和 =R  
2 2diag([7 0.01 ]) ，并且两者不相关。状态向量初始值

0 0ˆ =x x ，相应协方差为 2 2 2 2
0 diag([5 1 5 1 ])=P 。

假定在跟踪过程中有如下位置约束： 
2 2 2( ) 100k k kg ξ ς= + =ξ          (22) 

仿真步数为120步，目标绕原点旋转两周。 
由于式(22)是非线性约束，需要对其作线性化处

理。也就是首先计算 ( )kg x 的雅可比矩阵，使其符合

式(3)形式，然后再使用式(17)计算状态估计值的修

正值。 
跟踪所使用的状态转移方程和目标真实运动方

程差异很大，目的是为了更清楚地展示本文算法的

优点。如果直接采用PF滤波，误差较大。如果状态

转移方程和目标真实运动方程差异较小，本文算法

仍然能够提高滤波精度，但提高的幅度会小一些。 
实验1  误差性能分析。 
分别采用方法1、方法2、常规PF以及文献[5]中

的估计投影EKF方法对跟踪目标。其中，参与粒子

滤波的粒子数为1 000，Monte Carlo仿真50次，计算

不同时刻的均方根误差(root mean square，RMS)。其

中，位置分量的RMS计算公式为： 

2 2

1

1 ˆ ˆ(( ) ( ) )
M

i i i i
k k k k k

i

S
M

ξ ξ ς ς
=

= − + −∑       (23) 

式中， ˆi
kξ 和 ˆi

kς 表示第 i 次Monte Carlo仿真过程中 k
时刻目标位置的估计值； i

kξ 和 i
kς 表示相应时刻目标

位置的真实值；M 表示Monte Carlo仿真次数。速度

分量的RMS与式(23)类似。 
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     图1  不同时刻均方根误差 

图1a和1b表明，算法误差性能由高到低依次是

方法1、方法2、估计投影EKF、常规PF。本文方法

与普通粒子滤波算法误差性能相比有较大幅度提

高，这是因为在滤波过程中加入了状态约束条件，

缩小了状态估计空间，从而提高了滤波精度；与估

计投影EKF算法误差性能相比也有不同程度提高，

这是因为本文算法本质上还是粒子滤波算法，而粒

子滤波是一种比EKF精度更高的估计方法，在使用

投影方法对粒子滤波状态向量施加有效约束后，能

够取得较好的滤波精度。 
由测量模型易知，一方面，测量误差具有周期

性；另一方面，跟踪所使用的约束条件的位置分量

也具有周期性，从而使图1中滤波误差变化呈现周期

性。针对这种周期性和滤波结果误差大小的互补性，

可以融合方法1和方法2以获得更好的误差性能。然

而，融合策略需要视具体问题而定，不具有一般性。

此外，图1表明，4种方法的误差变化周期有所不同，

原因如下：由于状态约束只和目标位置相关，因此

各种方法的速度分量误差的周期相同，并且也和常

规PF算法位置误差的周期相同；而在位置分量上施
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加状态约束后，由于约束分量的周期性，使位置分

量的误差周期发生改变。方法2和估计投影EKF方法

对状态向量估计值的修正时机相同，因此其位置分

量滤波误差周期相同；而方法1是针对每个粒子进行

修正，因此该方法与其他方法的位置分量误差周期

不相同。 
注意到在图1a中的1、60和120时刻附近，方法1

比其他方法误差大，但是在图1b中的相应时刻，方

法1的误差却比其他方法误差小。因此不能简单地断

定在上述时间范围内方法1误差性能低于其他方法。

除上述情况之外，方法1的位置分量和速度分量误差

性能都明显好于其他方法。由以上分析可知，方法1
在上述4种方法中滤波精度最高。 

实验2  算法性能受粒子数影响分析。 
为了考察粒子数对各种粒子滤波算法误差性能

的影响，将粒子数作为粒子滤波算法的参数，粒子

数依次选取为{50,100,150,200,300, ,1 000} 。使用

不同的粒子数作为参数参与运算，仿真120步，采用

Monte Carlo方法循环执行50次，计算出使用不同粒

子数后不同方法估计结果的均方根误差(RMS)。此

时，位置RMS定义为： 

2 2

1 1

1 1 ˆ ˆ(( ) ( ) )
N M

i i i i
k k k k

k i

S
N M

ξ ξ ς ς
= =

= − + −∑ ∑    (24) 

其中，N 表示仿真步数，其他参数的含义与式(23)中
的参数含义相同。 

实验结果如图2所示，由于估计投影EKF方法滤

波过程与粒子数没有关系，所以图中显示的误差结

果近似一条直线。图2a和图2b表明，尽管粒子数不

相同，各种算法误差性能的优劣和实验1的结果一

致，并且各种粒子滤波算法随着粒子数不断增大，

误差不断减小。但是当粒子数增加到200以上时，各

种方法本身的误差大小基本保持一致，也就是说当

粒子数大到一定程度后，算法本身的误差性能改善

很微弱，使用较多的粒子已经很难有效改善滤波性

能了。在粒子数小于200的情况下，注意到方法1比
其他方法表现更出色，尤其是在粒子数选取特别少

(小于50)的情况下，其他算法的状态估计结果可能已

经发散，而方法1仍然能够将误差保持在较小的范围

内。这是因为在使用状态转移方程对粒子进行传播

之前，使用状态约束函数将各个粒子投影到约束子

空间中，粒子集在较小的空间中表征向量分布，因

此在状态转移之后能够更好地逼近状态分布的后验

概率。 
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   图2  不同粒子数下各种粒子滤波算法的均方根误差 

为考察新算法的时间复杂度，对实验执行时间

进行统计，结果表明，采用1 000个粒子，方法1执
行120步需要37 s，方法2完成同样的过程需要32 s，
而常规粒子滤波算法需要31 s。其中仿真使用的计算

机CPU(双核)主频为1.6 GHz，内存为1 GB。可以看

出本文两种算法与常规粒子滤波算法相比，时间复

杂度增加幅度不大。本文两种新方法的时间复杂度

结果表明，方法1的较高的滤波精度需要以较高的时

间复杂度作为代价。 

4  结 论 
本文针对具有状态约束的非线性滤波问题，采

用将状态向量或者粒子集向约束子空间投影的方

法，从而获得基于投影的状态约束粒子滤波算法。

本文的贡献在于对粒子滤波算法做了有益补充。实

际上，考虑到状态转移函数的过程噪声也受到状态

约束条件的限制，也可以针对粒子滤波过程的噪声

方差施加约束，获得相应的系统投影算法[12]，进一

步提高滤波误差性能。本文主要解决线性等式约束

的问题，对于弱非线性等式约束，可以首先通过线

性化将其转换为近似线性等式约束。但是需要注意
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的是，对于强非线性等式约束问题，线性化会产生

较大误差，从而滤波结果也会出现较大误差。 
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