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低复杂度的多用户MIMO下行链路块对角化算法 
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【摘要】提出了一种低复杂度的多用户多输入多输出(MIMO)下行链路块对角化预编码算法，证明了该算法能够实现与传

统块对角化算法完全相同的系统总容量。算法基于迫零方法进行改造，通过对迫零向量实施格拉姆-施密特正交，可以快速实

现等效下行链路的全局块对角化，从而获得最终的预编码矩阵。由于算法避免了传统块对角化算法求解零空间所进行的矩阵

奇异值分解运算，其计算复杂度相比传统方法有显著下降，下降幅度接近50%。 
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Abstract  A low complexity block diagonalization precoding algorithm is proposed for multiuser 

multiple-input multiple-output (MIMO) downlink systems. It is proved that the algorithm can achieve the same sum 
capacity with that of the traditional block diagonalization one. The algorithm improves the existing zero forcing 
method. By performing Gram-Schmidt orthogonalization to zero forcing beams, the algorithm can achieve fast 
global block diagonalization of the equivalent downlink channel, thus further obtaining the precoders. Avoiding 
matrix singular value decomposition required when calculating null space in the traditional block diagonalization 
algorithm, the computational complexity of the proposed algorithm is greatly reduced by about 50%. 
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对于多输入多输出系统，使用空分多址(SDMA)
方式与多个用户通信可以实现比时分多址(TDMA)
方式更高的系统吞吐量[1]。因此，近年来对MIMO
技术的研究正从单用户向多用户转移[2]。 

多用户MIMO关键在于预编码设计。非线性的

脏纸编码方法(dirty paper coding，DPC)[3]可以实现

多用户MIMO的容量，但由于复杂度过高而难以在

实际系统中应用。作为性能与复杂度的折中，线性

预编码方法逐渐成为研究的热点。用户配置单天线

情况下，迫零(zero forcing，ZF)预编码[4-5]是一种简

单易行的线性方法，预编码过程仅需一次信道求逆。

块对角化(block diagonalization，BD)方法[6-7]是ZF在
用户多天线下的推广，主要思想是将等效全局信道

矩阵转化成块对角化形式。理论研究表明，BD方法

实现的系统总容量已经可以达到DPC容量的很大比

重[8]。文献[7]提出的传统BD算法，是迫零约束下非

迭代的最优形式[9]。多用户MIMO常采用BD算法消

除用户干扰[10]，但对于用户数为 K 的系统，传统BD
算法需要计算 2K 次奇异值分解 (singular value 
decomposilion，SVD)[7]。 

本文提出的GSO-ZF算法同样研究多用户

MIMO下行链路块对角化预编码。与传统BD算法[7]

不同，GSO-ZF算法不需要获得完整的零空间，仅利

用信道求逆和格拉姆-施密特正交，就可以实现块对

角化。由于其避免了传统BD算法逐用户寻找零空间

时所进行的SVD分解，因而可以大幅降低运算复杂

度。此外，本文也证明了算法复杂度的降低并没有
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对性能造成任何损失，GSO-ZF算法能够实现与BD
算法完全相同的系统总容量。 

1  系统模型 
首先给出多用户MIMO系统模型。假设基站配

置 M 根发射天线，用户数为 K ，用户 k 配置 kN 根

接收天线，用户总天线数
1

K

k
k

N N
=

= ∑ 。若信道为平

坦衰落信道，基站已知全部信道信息，则用户 k 合
并输出的信号为： 

H H

1

ˆ
K

k k k i i i k k
i=

= +∑y R H T P x R n        (1) 

对于用户 k ， T
1 2[ , , , ]

kk k k kLx x x= x 为 kL 维发送

符号向量，每个符号具有单位能量；对角阵

1 2diag( , , , )
kk k k kLP P P=P  是功率分配阵，满足

基站总功率约束 max
1

tr( )
K

k
k

P
=

=∑ P ； kM L
k

×∈T  、

k kN L
k

×∈R  分别表示预编码矩阵和接收矩阵；信道

矩阵 kH 的元素是服从 (0,1)N 的独立同分布复高斯

随机变量； kn 是服从 2(0, )
kNN σ I 分布的循环对称复

高斯噪声。信噪比定义为 max
2SNR

P
σ

= 。本文假设对

噪声归一化，即 2 1σ = 。 

2  块对角化BD算法 
本节简要回顾传统BD算法。传统BD要求在用

户天线处无用户间干扰，所以用户 k 的预编码阵 kT
要位于其他用户信道的零空间。定义全局用户矩阵： 

 T T T T
1 2[ , , , ]K= H H H H            (2) 

本文假设 N M≤ ，以满足BD算法要求，并且

假设富散射环境，即 H 的各行是线性无关的。定义

除用户 k 以外的所有其他用户组成的信道矩阵为： 
T T T T T
1 1 1[ , , , , , ]k k k K− +=

 H H H H H       (3) 

则 kT 要在 kH 的零空间内。对 k
H 进行SVD分解得： 

(1) (0) H[ ][ ]k k k k k=H U Σ V V    0          (4) 

其中 (0)
kV 包含了 kH 的后

1,

K

i
i i k

M N
= ≠

− ∑ 个右奇异向

量， (0)
kV 的列构成了 kH 零空间的一个正交基， kT 基 

于 (0)
kV 生成。至此，BD算法等价于将原多用户系统

分解成了 K 个并行的MIMO单用户系统，每个单用

户MIMO的等效信道为 (0)
k kH V 。为最大化系统总容

量，BD算法对 (0)
k kH V 做SVD分解得： 

(0) (1) (0) H[ ][ ]k k k k k k=H V U Σ V V 0         (5) 
(0)

k kH V 行满秩，秩为 kN 。 (1)
kV 包含 (0)

k kH V 的前 kN 个

右奇异向量。用户 k 的预编码阵 kT 最终更新为： 
(0) (1)

k k k=T V V               (6) 
用户 k 使用的接收矩阵为 k k=R U 。在 maxP 总功

率约束下，各用户的功率分配阵通过对全局对角阵

1 2diag( , , , )K= ∑ ∑ ∑ ∑ 的对角线元素进行注水 
得到。 

综上所述，对于用户数为 K 的系统，BD算法需

要计算 2K 次SVD分解。 

3  低复杂度块对角化算法 
本节给出一种新的对多用户MIMO下行链路实

施块对角化的方法。 
首先对全局信道矩阵 H 计算伪逆，得到： 

† H H 1
1 2( ) [ , , , ]K

−= = = W H H HH W W W    (7) 
式中，对矩阵W 按 kN 列为一组进行了分块，第 k 个
子块 kW 由W 的 kN 个列向量组成， kW 满足： 

k k =H W 0                (8) 
即 kW 在 kH 的零空间内。 kH 由式(3)给出。 

对每个子块 kW 的列向量进行格拉姆-施密特正

交化(Gram-Schmidt orthogonalization)，记为： 
GSO( )k k=G W             (9) 

同样， kG 也在 kH 的零空间内，即有 k k =H G 0。
由于 kG 的各列满足标准正交的关系，所以 kG 的列向

量是 k
H 零空间某一标准正交基的一部分。之所以说

kG 的列只是零空间标准正交基的一部分，是因为 kG
的列数为 kN ， kH 的零空间维数为 kd M= −  

1,

K

i
i i k

N
= ≠
∑ ，而 k kN d≤ 。 

下面借助零空间的部分正交基 kG 构造预编码

矩阵。令 k k k=T G B ，其中 kB 是待定矩阵。当按照

k k k=T G B 为每个用户设计预编码阵 kT 后，所有用户

的全局收发关系可以写成： 

1 11 11 1 1

2 22 2 2 2 2

K K KK KK K

                 = +                  

P xy nH G B
y nH G B P x

H G By nP x
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预编码阵的设计将多用户MIMO下行链路的等

效全局信道矩阵转化成块对角化形式。至此，相当

于将多用户MIMO系统分解成 K 个并行的单用户

MIMO系统，用户 k 的天线接收到的符号向量为： 

k k k k k k k= +y H G B P x n         (10) 
为用户确定预编码组成矩阵 kB 和功率分配阵

kP 。对 k kH G 做SVD分解得： 
H

k k k k k=H G U D V            (11) 
式中， k kH G 为满秩方阵，秩为 kN ，所以式中 kD 为

k kN N× 维对角阵，对角线元素为矩阵 k kH G 的非零

奇异值； kU 、 kV 为 k kN N× 维矩阵。选择 k k=B V ，

则最终用户 k 的预编码矩阵为： 

k k k=T G V                (12) 
用 户 k 使 用 的 接 收 矩 阵 为 k k=R U 。 令

1 2diag( , , , )K= D D D D ，在 maxP 总功率约束下，根

据 D 的所有对角线元素进行注水功率分配，即得到

用户的功率分配阵 kP 。至此，获得各个用户的预编

码阵和功率分配阵，算法结束。由于在实施块对角

化的过程中主要运用了迫零ZF和GSO方法，所以将

本文提出的算法称为GSO-ZF算法，以表示与传统

BD算法的区别。GSO-ZF算法的完整流程如下： 
1) 计算 H 的伪逆 †

1 2[ , , , ]K= = W H W W W 。 
2) for 1:k K=  
计算 GSO( )k k=G W ； 
计算SVD分解 H

k k k k k=H G U D V ； 
获得预编码矩阵 k k k=T G V 。 
3) 在发射总功率 maxP 约束下，对全局对角阵

1 2diag( , , , )K= D D D D 的对角线元素进行注水功率

分配，获得用户功率分配阵 ,k k K∀ ∈P 。 
利用GSO-ZF算法同样可以获得块对角化形式

的等效全局信道矩阵，而且避免了传统BD算法中对

每个用户计算零空间时的矩阵SVD分解。接下来对

GSO-ZF算法的性能进行验证分析，首先给出如下命

题：GSO-ZF算法能够实现与BD算法相同的系统总

容量。下面对该命题进行证明。 
证明  在无用户间干扰这一约束条件下，预编

码设计的目标是使系统总容量最大化，系统总容量

表示为： 

max
1

H H
2

10, , tr( )

max log
K

i k k
k

K

k k k k k
ki k P

C

=

== ≠

= +
∑

∑
≤H T P

I H T P T H  

BD算法可以得到上面优化问题的最优解，按照

BD算法确定的 kT 和 ,BDkP 矩阵，得到系统总容量为： 

2
BD 2 ,BD

1

log
K

k k
k

C
=

= +∑ I P∑          (13) 

相应地，按照GSO-ZF算法，得到的系统总容量为： 

2
GSO ZF 2 ,GSO ZF

1

log
K

k k
k

C − −
=

= +∑ I D P      (14) 

对于任一用户 k ，定义： 
(0) (0)H H

,BDk k k k k=E H V V H          (15) 

其中， (0)
kV 由式(4)给出。将式(5)代入式(15)，得到： 

2 H
,BDk k k k=E U U∑             (16) 

式(16)是 ,BDkE 的特征值分解表达式， 2
k∑ 是矩阵

,BDkE 的非零特征值组成的对角阵。同样定义： 
H H

,GSO ZFk k k k k− =E H G G H         (17) 
同理可得， 2

kD 是矩阵 ,GSO ZFk −E 的非零特征值组成的

对角阵。假设 2
k∑ 、 2

kD 中特征值顺序相同，均按照

由大到小顺序在对角线上排列。 
对于式(2)定义的全局矩阵 H ，其SVD分解可以

表示为： 
(1) (0) H (1)H[ ][ ]= =H U Λ V V UΛV0     (18) 

式中，H 行满秩，秩为 N ； (1)V 包含 H 的前 N 个右

奇异向量； (0)V 包含 H 的后M N− 个右奇异向量。
(0)V 构成 H 零空间的一个标准正交基，因而有

(0)
k =H V 0 成立。 
令 (0)[ ]k k=S G V ，则 [ ]k k k k=H S H G 0 ，式(17)

可验证得： 
H H

,GSO ZFk k k k k− =E H S S H           (19) 
由文献[11]可知，矩阵伪逆与矩阵SVD分解之间

存在关系，由式(18)可以得到： 
† (1) 1 H−= =W H V Λ U            (20) 

式(20)说明，W 的每一列均可以由 (1)V 的列线性

表示，又因为 (1)V 与 (0)V 相互正交，所以W 各列均

与 (0)V 的列正交。进而由式(7)可知， kW 的任一列均

与 (0)V 的所有列向量正交。又因为 kG 是对 kW 的列

进行正交化而得到的，所以 kG 的列仍与 (0)V 的列保

持正交，并且 (0)[ ]k k=S G V 的各列是标准正交的。

kS 的列向量数目为
1,

K

i
i i k

M N
= ≠

− ∑ ，等于 kH 零空间维

数，并且 kS 满足 k k =H S 0 ，即 kS 在 kH 的零空间内，

所以 kS 的列向量构成了 kH 零空间的一个标准正交

基。由式(4)可知， (0)
kV 也是 kH 零空间的标准正交基。

根据文献[11]，对于同一空间的两个标准正交基，存

在基变换公式： 
(0)

k k=S V A                (21) 
其中A称为由旧基改变为新基的过渡矩阵，是酉矩

阵，即满足 H =AA I 。将式(21)代入式(19)，得到： 
(0) (0)H H

,GSO ZFk k k k k− =E H V V H           (22) 
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对比式(15)，可以得到： 

,GSO ZF ,BDk k− =E E              (23) 
由于 2

kD 和 2
k∑ 分别是 ,GSO ZFk −E 和 ,BDkE 的特征

值矩阵，所以有： 
2 2       k k k K= ∀ ∈D ∑           (24) 

又因为功率分配阵 ,GSO ZFk −P 、 ,BDkP 分别基于所

有用户的 kD 和 k∑ 阵注水获得，所以有： 

,GSO ZF ,BD       k k k K− = ∀ ∈P P         (25) 
根据容量表达式(13)和式(14)，最终得到： 

GSO ZF BDC C− =              (26) 
至此，证明了本文提出的GSO-ZF算法能够达到

与BD算法相同的系统总容量。相比于BD算法，

GSO-ZF算法不造成任何性能上的损失。 

4  复杂度分析 
本节对GSO-ZF算法的复杂度进行分析，并给出

与BD算法复杂度的比较。为方便统计，假设用户接

收天线数目均相同，即 rkN N= ， k K∀ ∈ ，总天线

数 rN KN= 。复杂度采用flops数目进行度量，一个

flop表示一次实数乘法或加法运算，一次复数乘法需

要6个flop，一次复数加法需要2个flop[12]。假设H为

n m× 维复矩阵，Q为 m p× 维复矩阵，本文涉及的

矩阵运算复杂度归纳如下： 
1) H( n m≤ )矩阵SVD分解所需的flop数目[12]为

2 2 324 48 54nm n m n+ + 。 
2) H的伪逆常使用有限迭代法Greville计算[11]，

需 要 计 算 21.5 0.5nm nm− 次 复 数 乘 法 和
2 21.5 0.5nm m nm− − 次复数加法[13]，总共所需的flop

数目为 2 212 5nm nm m− − 。 
3) 对 H 的列实施格拉姆 -施密特正交化

GSO( )H ，所需的flop数目[12]为 28 2m n mn− 。 
4) 对 n 个奇异值实施注水功率分配，所需的

flop数目[12]为 22 6n n+ 。 
5) 矩阵乘法HQ所需的flop数目[12]为8mnp 。 
下面分析算法的计算复杂度。对于GSO-ZF算

法 ： 1) 求 矩 阵 伪 逆 所 需 的 flop 数 目 为
2 212 5NM NM M− − 。2) 对格拉姆-施密特正交、

SVD分解和矩阵乘法均计算 K 次，总共需要的flop
数目为 2 3

r r r[16 2 126 ]K N M N M N− + 。3) 注水功率分

配所需的flop数目为 22 6N N+ 。综上所述，GSO-ZF
算法总共所需要的flop数目为： 

2 2
GSO ZF r r r

3 2 2 2
r r r r

(12 1) (16 7 )

126 2 6 ( )

KN M KN KN M

KN K N KN O KN M

ψ − = − + − +

+ + =
 

BD算法对 kH 的SVD分解计算 K 次，对 (0)
k kH V

的SVD分解计算 K 次，用于获得 kT 的矩阵乘法 K
次，还需计算一次对全局奇异值矩阵的注水功率分

配，同样按照上面的方法进行统计，BD算法总共需

要的flop数目为： 
2 2 2

r r
3 2 3 2 2

r r r
2 2

r

8 (3 1) 8 (6 19 19)

6 (9 23 11 12) 2 6

( )

BD K K N M K K K N M
K K K K N K N KN

O K N M

ψ = + + − +

+ − + + + + =  

由上面分析可以看出，GSO-ZF算法复杂度

GSO ZFψ − 的数量级为BD算法 BDψ 数量级的1/ K 。 

定义相对复杂度为 GSO ZF BDφ ψ ψ−= ， φ 表示

GSO-ZF算法复杂度占BD算法的百分比。图1固定发

射天线数 8M = ，对于 r 2N = 和 r 3N = 两种用户天

线配置，分别给出了算法相对复杂度φ 随用户数 K
变化的曲线，曲线上的菱形和方块符号表示实际满

足BD算法天线维数要求的点。对于起始点 2K = ，

当 r 2N = 时，相对复杂度为32.14%； r 3N = 时，相

对复杂度为42.07%，均低于50%，由图中可以看出，

相对复杂度是用户数 K 的单调递减函数，用户数越

多，GSO-ZF算法在复杂度上的优势就越明显。 
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      图1  M=8, K变化时两种算法复杂度比较 
图2假设用户数保持 2K = 不变，同样考虑

r 2N = 和 r 3N = 两种配置，给出算法相对复杂度随

发射天线数M 变化的曲线，曲线中的菱形和方块符

号表示实际满足BD算法天线维数要求的点。对于

r 2N = 配置，算法需要的最小发射天线数为 4M = ，

此时相对复杂度为51.47%； r 3N = 情况下，最小发

射天线配置 6M = 处的相对复杂度为51.97%，之后

随 M 增加，相对复杂度均单调递减。 
由图1和图2看出，φ 取最大值也低于50%，而绝

大多数情况均有 1/ Kφ < 成立，说明GSO算法复杂度

可以比BD算法降低约50%，甚至更多。另外可以验

证，对于 rKN M= 满用户数的情况，随着发射天线

数 M 的增加，GSO-ZF算法复杂度占BD算法的百分

比逐渐减小。 
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 图2  K=2, M变化时两种算法复杂度比较 

5  结  论 
本文提出了一种GSO-ZF算法，算法在迫零ZF

基础上实施格拉姆-施密特正交化，从而可以得到多

用户MIMO下行链路的块对角化形式。本文在理论

上证明了GSO-ZF算法可以实现与传统BD算法完全

相同的系统总容量。在不损失任何性能的同时，由

于该算法不需要获得完整的零空间，所以复杂度比

BD方法有显著的降低。 
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