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混合有限元与矩量法模拟散射问题的预处理技术 
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【摘要】混合矩量法与有限元法模拟散射问题可以归结为一个复线性系统的求解，该复线性系统的迭代求解十分困难，

预条件技术恰恰可以提高复线性系统迭代求解的收敛速率。针对混合矩量法与有限元法模拟散射问题得到的复线性系统，给

出了几种预条件子，数值例子表明给出的预条件子提高了此复线性系统迭代法求解时的收敛速率。 
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Abstract Complex linear systems will be generated when scattering problems are simulated by hybrid 

FEM-MoM methods, such complex linear systems are difficult to solve with iterative methods alone, so 
preconditioning technique is usually applied to accelerate the convergence rate of iterative methods. For such 
complex linear systems, several preconditioners are proposed in this paper. Numerical results show the 
effectiveness of the proposed preconditioning technique. 
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有限元方法 [1]常用于电磁学问题的模拟及分

析，在模拟电磁问题时，四面体元及三角形元的使

用，使它可以模拟各种各样的复杂几何结构。尤其

在边元有限元方法出现之后，它更是被广泛地应用

于高频电磁仿真中，如波导不连续性、天线及散射

问题[2-3]等等。应用有限元模拟电磁问题(如电磁辐射

和散射)时，需要利用辐射边界条件截断求解区域。

文献[4]提出完美匹配层方法截断求解区域，该方法

最初应用于利用时域有限差分方法模拟电磁问题，

后被融合到其他方法中[5-7]。索墨菲辐射边界条件是

另外一种截断求解区域的方法，由于不能像完美匹

配层一样最小化求解区域，该方法常会导致求解一

个相对较大的复线性系统。与完美匹配层方法相比，

索墨菲辐射边界条件截断求解区域方法得到的复线

性系统虽然维数较大，但却有相对较好的条件数。 
相对于常用于求解麦克斯韦方程微分形式的有

限元方法，矩量法用于求解麦克斯韦方程积分形式。

该方法尤其擅长求解如长导线及外表面为金属的模

型，但是要求模型的几何形状规则，否则用矩量法

模拟会很复杂。 
由于有限元与矩量法各有所长，一些学者致力

于结合有限元法与矩量法共同模拟电磁问题，混合

方法[8] (又称合元极技术)应运而生。混合方法利用有

限元模拟几何形状复杂、物质构成多样的虚拟边界

的内部，而用矩量法截断求解区域，不但充分利用

了有限元方法及矩量法各自的长处，而且由于用矩

量法截断求解区域相当于求解边界是精确的，所以

其模拟精度大大提高。但是，用该方法离散得到的

复线性系统用迭代法求解收敛很慢，因此预处理技

术不得不用于加速迭代法的收敛速率。基于用混合

方法离散得到的复矩阵的结构，本文提出了几种可

行的预条件子，讨论预条件子的构造，并介绍混合

法及离散得到的复线性系统。 
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1  混合方法及矩阵方程 
本文先简单介绍用于模拟电磁问题的混合方

法。要求解的问题由导体部分、介质层部分及外部

自由空间组成，如图1所示。图中，Jint与Mint分别是

初始电流与初始磁流，Einc与Hinc分别为入射电场与

入射磁场，Es与Hs分别为散射电场与磁场，S2与SC

分别为绝缘体与导体的外表面。 

 
图1  由(E,H)或(M,J)激发的电磁散射示意图 

用混合法模拟该类电磁问题时，以电场强度E
为自变量的矢量Helmholtz方程用于模拟虚拟边界

内部[9]： 
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式中，∇ × 是旋度算子； j是复单位； rε 与 rµ 分别为

介质体中介电常数与磁导率； 0ε 与 0µ 分别为自由空间

中介电常数与磁导率；r为场点位置矢量。 
由于边元有限元方法可以消除伪解，故常用于

离散矢量Helmholtz方程。应用边元有限元方法离散

时，首先将式(1)两边同乘权重函数 ( )ω r ，得到其弱

形式。对整个有限元作用域积分，可以得到矩阵方

程组为： 
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式(2)是一个稀疏对称的复线性系统，其中不同

的下标表示其元素对应于不同的求解区域，下标i表
示其元素对应于绝缘体的内部，而下标d表示其元素

对应于绝缘体的外表面，而下标h表示其元素对应于

绝缘体的外表面除去绝缘体外表面与导体外表面相

交部分之后所余外表面部分。Aii、Aid、Adi、Add和

Bdh为相应的稀疏系数矩阵，Ei、Ed分别为相应的绝

缘体内部的电场未知量与绝缘体外表面的电场未知

量，Jh为相应的电流密度未知量，gi
int与gd

int为相应的

源项。除非 hJ 已知，矩阵方程组式(2)不能求解。 
为了求解 hJ ，考虑用电场积分方程(EFIE) [10]描

述虚拟边界： 
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式中， 0η 与 0k 分别为真空的固有阻抗和波数； 0G 为

真空中的格林函数； ′r 为源点位置矢量；∇ 为梯度；

式中的积分为除去奇异部分的主值积分。选择权重

函数为 ( )nf r ， 1,2, , sn N =  。将式(3)两边同乘权重

函数，利用MOM离散可以得到： 
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式中，下标h与d与式(2)中的含义一致，下标c表示其

元素对应于导体外表面；Fh
i与Fc

i为相应的源项；Chh、

Chc、Cch、Chh、Dhd和Dcd为相应的复系数矩阵；Jc

为相应的导体外表面的电流密度未知量。利用式(3)
和(4)可以得到以电场为变量的2× 2块矩阵方程组： 
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其中： 
1
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除矩阵方程式(5)外，可给出另一个可以替代的

矩阵方程组： 
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矩阵方程式(5)由于求解矩阵逆而导致计算量偏

大；矩阵方程式(6)相比于矩阵方程式(5)不必计算
1

dh hh hd
−′ ′B C D ，但因其规模相对较大，较之于矩阵方程

式(5)则需要更多的存储空间。 

2  预条件技术 
预条件技术将线性系统变换为另外一个更适合

迭代求解的线性系统，预条件矩阵M用于完成该变

换。一般而言，预条件过程就是试图改变系数矩阵

的谱性质，使得变换后的系数矩阵有更小的谱范数
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或者其特征值分布更加趋近于1[11]。例如M是系数矩

阵A的一个近似，那么线性系统 1 1x b− −=M A M 与原

线性系统同解。M就是预条件子。 
针对矩阵方程组式(5)，预条件矩阵M的一个很

好的选择就是有限元矩阵A。有限元矩阵A具有很好

的稀疏性，且利用Krylov子空间迭代方法求解简单，

适合作为预条件子。 
针对方程组式(6)，仍希望找出一个其系数矩阵

的近似。基于此，给出预条件子： 
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式中，diag(A)表示取矩阵A的对角元。该Pdb有很好

的稀疏性及与原稀疏矩阵的相似性。考虑到diag(A)
可能会奇异，将用一个很小的数来代替对角线上的

零元。通过数值试验实例，可以看出预条件子Pdb
的效果虽然不错，但是还不够好。本文选择预条件

子的出发点就是找到原系数矩阵的一个近似，预条

件子Pdb效果不好的原因在于只取对角矩阵的近似

度不够好。为了更好地近似原系数矩阵，于是提出

第2个预条件子： 
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bigger(A)的实现有两种方法：1) 保留A中大于

给定的一个阈值的元素，将其他位置的元素赋值为

0；2) 保留每一行中元素值较大的一些元。相对于

Pdb，预条件子Pb与系数矩阵的近似度更高。但是由

于非零元更多，求解比Pdb复杂。于是本文提出另一

个预条件子： 
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Pub较之于Pb其非零元更少，求解更简单。较之于Pdb
其对系数矩阵的近似度更高，作为预条件子的效率

更好。由式(9)不难想到另外一种预条件子： 
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预条件子Plb的效果与Pub类似。 

3  数值实例 
本文以数值实例说明提出的预处理技术的有效

性。该数值实例为有一边长为0.2 λ 的介质立方体( λ

是自由空间波长)，被由沿+z轴方向的平面波激发的

散射现象，如图2所示。图中，设立方体的相对电容

率为1−j1 000。入射波的频率为600 MHz，由此可以

计算出立方体的边长为10 cm。用混合法求解时，立

方体被剖分为320个四面体，离散得到相应的矩阵方

程组式(5)或者式(6)。 

 
图2  平面波激发的介质立方体的散射 

矩阵方程的求解应用matlab7.0给出。预条件的

BICGSTAB用于求解不同的矩阵方程组，1×10−6为

Krylov子空间方法迭代求解时的终止精度。 
针对矩阵方程组式(5)，利用FEM矩阵A为其预

条件子，其数值结果如图3所示。没有预条件时，如

图中np曲线所示，Krylov子空间方法迭代收敛很慢。

有预条件的Krylov子空间方法，则只需要9次就达到

所需收敛精度。如图中p曲线所示。但是与矩阵方程

组式(6)相比，它需要多次求解矩阵逆。 

 
图3  求解矩阵方程组式(5)的迭代数 

针对矩阵方程组式(6)，利用提出的预条件子求

解，结果如图4所示。可以看出，没有预条件的Krylov
子空间方法几乎不收敛；预条件子Pdb虽然一定程度

上提高了Krylov子空间方法的收敛速率，但收敛速

度仍然很慢；预条件子Pb效果最好，只需迭代11次。

预条件子Plb与Pub虽然效果不如Pb，但是其本身更

容易求解。预条件求解后的介质散射体的归一化远

场值如图5所示。与文献[8]计算的远场值及文献[12]
计算的远场值(如图6所示)相比，可以看出求解结果

很好吻合。 
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图4  求解矩阵方程组式(6)的迭代数 

 
     图5  预条件求解的介质散射体远场 Eθ  

 
      图6  其他方法计算的介质散射体远场 Eθ  

4  结  论 
本文研究了用混合方法模拟电磁问题时产生的 

矩阵方程组的预条件解法。通过近似系数矩阵提出

了不同的预条件子，运用提出的预条件子，可大大

提高Krylov子空间方法求解此类线性系统时的收敛

速率。 
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