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在 ,
β
p qG 空间收缩的图像复原方法 
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(1. 东南大学医学电子学实验室  南京  210096;  2. 昆明理工大学信息工程与自动化学院  昆明  650051) 

 
【摘要】在DT模型、Jiang模型和LHLLAV模型等图像复原方法的基础上，提出了在新的光滑空间上的图像复原模 

型。首先剖析了新模型的参数含义和物理意义，阐述了Besov空间和 ,p qGβ 空间的定义、性质和范数。根据 ,p qGβ 空间和Besov空

间的关系，把模型在 ,p qGβ 空间中重新描述。引入替代函数，消除 * uK K 对求解带来的困难，推导了新模型在第二代 

Curvelet变换域的求解，得到了一个关键性的Curvelet域收缩求解公式。最后，对图像复原模型给出了算法步骤和实验，验证

了复原效果和计算复杂度，模型收敛快，比LHLLAV模型省时近一半，图像的SNR也比LHLLAV模型的高。 
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Abstract  A new smooth space image restoration model based on DT model, Jiang model, and LHLLAV 

model is considered. The meanings of the parameters of the new model is discussed. The definition, 
nature, and norm of Besov space and ,p qGβ space are described. The model in ,p qGβ space is re-described according to 

the relationship between ,p qGβ space and Besov space. By constructing a surrogate functional that removes the 

influence of * uK K , the model solution in the second generation curvelet transform domain is derived 
and an elegant curvelet shrinkage schemes is obtained. The experiment study shows that the new method has better 
restoration effect, faster convergence, and lower computational complexity than LHLLAV model. 
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1  变换空间上的图像复原模型简介 
图像复原问题本质上是解第一类Fredholm方

程，是一个病态问题。通常采用规整化约束建立一

个变分泛函逼近问题的解，最有名的是BV模型和

TV模型，最终是解由Euler方程得到的偏微分方程，

但偏微分方程多数是高阶的，求解很复杂。文献[1]
引入 1( )H Q− 空间，改进了BV模型和TV模型，得出： 
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2
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式中，Du 为某种规整化算子；BV是有界变差函数空

间； 1−H 为负的希尔伯特空间；Ω为图像作用域；λ

为大于0的权值系数，其作用在于调节泛函中两项的

值的比重，一般在实验中通过多次调节选取而得到；

u为复原后图像， 0u 为降质图像。 
近几年人们把图像分解技术引入图像复原，文

献[2]提出了在Besov空间基于分解的图像复原方法[2]，

即DT模型： 
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式中， f 为降质图像； v 为噪声部分； γ 、α 都是

大于0的调节系数；Q是图像的作用域， 2 ( )L Q 是Q
上的平方可积函数组成的空间；K为降质矩阵，是由
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模糊核函数(也叫点扩散函数)得到的一个循环与循

环块的块矩阵； 1
1,1( )B Q 是Besov空间的范数。该变分

泛函的解是在小波域中通过阈值收缩求得，大大降

低了求解的复杂性。文献[3]提出的基于Besov空间的

图像盲复原算法，是正则化方法在Besov空间的扩

展。文献[4]提出了在 ,p qGβ 空间的图像分解，称为Jiang
模型： 
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    Jiang模型使用了文献[5]提出新光滑空间 ,p qGβ 的 

范数。文献[6]在文献[1]的基础上提出新的变分模

型，称为LHLLAV模型： 
2
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式中，
2

s
f u

−
− K 为

2

( )sH Q
f u −− K 的简写；BV是有界

变差函数空间。 

2  新模型的提出 
对于LHLLAV模型，本文从合成和真实图像的

数值实验结果表明该模型有很好的图像复原效果，

但是模型的偏微分方程求解计算量非常大。因为在

变换域里可以稀疏地表示图像，求解是一个阈值收

缩过程，计算复杂性比求解偏微分方程大大降低，

所以本文希望能够类似式(1)在变换域求解。另外，

高阶偏微分方程在离散化过程中的大量差分运算使

解的误差较大，而在变换域，特别是在 ,p qGβ 空间对

图像分解很精细，误差小。BV空间可以用 1
1,1B 逼近，

综合上述几种模型，可以得到： 
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由泛函空间知识和文献[7]有 2,2=s sH B− − ，式(5)可在

Besov空间表示为： 

1
2,2 1,1

2inf ( ) sB Bu
F u u f uλ−= − +K          (6) 

式(6)是本文提出的新的图像复原模型，是一个

Besov空间域的变分泛函。本文中， f 为降质图像；

u 为复原后图像； K 为降质矩阵，它是由模糊核函

数(也叫点扩散函数)得到的矩阵，是一个循环与循环

块的块矩阵。简单地说，图像复原问题就是已知降

质图像 f 和降质矩阵 K ，求图像u 。由于复原问题

的病态性，本文引入数据项和规整项，保证解 u 尽

可能地逼近原始的未降质图像。 

3  第二代Curvelet和光滑空间 ,p qGβ  
式(6)是可以在小波域中求解变分的问题。但是，

利用小波对图像进行分解，是用小波逼近奇异曲线，

最终表现为用“点”逼近“线”的过程，二维小波

基是“各向同性”的，因此无法精确地表达图像边

缘的方向。解决该问题的途径之一是寻找更适合图

像分析的多分辨率分解与重构方法，方法之一是第

二代Curvelet框架。文献[5]对第二代Curvelet做了详

细的介绍，设{ }µ µφ 为 2 2( )L R 上的第二代Curvelet系
统，由文献[4]知{ }µ µφ 是 2 2( )L R 上的一个紧框架，有： 
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,  f f µ µ
µ
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Besov空间的光滑性可以用小波系数的稀疏性

度量，但第二代Curvelet变换的频域铺贴与小波变换

不一样，Besov空间的光滑性不能用波系数的稀疏性

度量。文献[5]根据Curvelet变换构造了一类新的光滑 
空间 ,p qGβ

，频率的分解关联Curvelet的每个二进带序

列 1{ : 2 2 }d j jx R x +∈ ≤ ≤ ，再把每个二进带细分为

22
j

个不同方向的楔子，当 2d = 时，只需把 2R 等分

22
j

得到这些楔子。Besov空间可使用统一的定义，

分区适应二进频段 1{ : 2 2 }d j jx R x +∈ ≤ ≤ 和曲波分

裂的频率空间，可以认为 ,p qGβ 是一个精致的Besov 

空间，用第二代Curvelet变换的系数的稀疏性描述其

范数为： 

,
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4  新模型及其在 ,p qGβ 空间Curvelet收
缩求解 
由于小波描述轮廓不够精确，本文在空间 ,p qGβ

建立新的复原模型，用Curvelet收缩求解。为了方便

叙述，采用 fµ 和 uµ 分别表示 f 和 u 的第二代

Curvelet变换的 µ 系数，采用文献[4]的记号有： 
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由文献[5]有： 
1 1

1 2 2 2 22 4
1,1 1,1 2,2 2,2( ) ( ) ( ) ( )

ssB R G R B R G R
− −−     (10) 

考虑到 ,p qBβ 空间的半范数与范数的差别在于小

波尺度项，文献[4]从Besov空间的图像分解泛函模型

出发给出的式(3)是不严格的，因此本文在之后的计

http://d.wanfangdata.com.cn/Periodical_sjcjycl200806009.aspx
http://d.wanfangdata.com.cn/Periodical_sjcjycl200806009.aspx
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算中把式(6)在 ,p qGβ
空间改写，得到图像复原新模型： 

1
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求解变分问题式(11)将导致一个关于 u 耦合的

非线性方程，其中的 * uK K 项对求解带来困难。本

文引入替代函数消除 * uK K 对求解带来的影响，因

为 K 可以被正则化，所以不失一般性，限制
* 1<K K 。受文献[8]的启示，变分函数式(10)的替代

函数定义为： 
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式(12)的解可用迭代算法逼近为： 
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由式(9)可得： 
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同样地，可用Curvelet系数表示式(12)中的其他

几项。在 ,p qGβ 空间，替代函数在Curvelet域的变分泛

函为： 
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借鉴和发展文献[4]和[8]的方法，式(14)的极小化可

以分别由求每一项的最小化得到，有： 
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1) 当 0j = 时，式(15)的解为： 
* *

1 1( ) ( )n n nu a f aµ µ− −= + −K K K       (16) 

式(16)是第二代Curvelet变换中图像大致轮廓部

分的系数， *K 是 K 的共轭矩阵。 

2) 当 0j ≠ 时， µ µ′= ，记
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可以看出，式(17)是一个阈值为 0Tµ > 的软阈值函

数，是第二代Curvelet变换中图像细节部分的系数，

与文献[11]中的Curvelet阈值很相似。 
下面证明迭代解的收敛性。 
证明  为了方便，分别 0j = 和 0j ≠ 两种情况。 
1) 0j = 时， * *

1 1( ) ( )n n nu a f aµ µ− −= + −K K K ，

由式(13)有： 
* *

1 1( ) ( )n n nu u f uµ µ− −= + −K K K      (18) 

取m>1，有： 
* *

1 1( ) ( )n m n m n mu u f uµ µ+ + − + −= + −K K K    (19) 

式(19)减去式(18)，整理得： 
*

1 1( ) [( )( )]n m n n m nu u u uµ µ+ + − −− = − −I K K     (20) 

令 N n m ng u u+= − ， *ρ = −I K K ，因为 * 1<K K ，

则 1ρ < ，式(20)可简化为： 

1( ) ( )N Ng gµ µρ −=             (21) 

式(21)中的{ ( )Ng µ }列收敛于0，所以当N较大时

有 ( ) 0n m nu uµ µ+ − →） （ ，从而 ( )nu µ 收敛。 

2) 0j ≠ ， * *
1 1 1n n nr f a a− − −= + −K K K ，与情况

1)类似，可证{ }nr 列收敛，在s取定值(实验中取s=1) 
的情况下，Tµ 为常值，则阈值函数 1(( ) )T nP s

µ µ− 也收

敛。证毕。 
由式(9)、式(16)和式(17)，可把解在时域写为： 
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式(22)是本文推导出的一个关键公式，可以发

现，求解u 实质是一个二代Curvelet变换域的阈值收

缩过程，与文献[9]和文献[10]的阈值收缩不同。文

献 [9] 和文献 [10] 的阈值收缩是先进行第一代
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Curvelet或Shearlet全局阈值收缩，但最终还是需要

解高阶偏微分方程。文献[13]提出的Besov空间的小

波块阈值方法不容易计算阈值。 

5  算法步骤与验证 
为了验证本文提出模型的图像复原效果，选用

国际标准图像和医学人脑核磁共振图像做实验。算

法步骤如下： 
1) 对原始图像和高斯模糊核函数h进行卷积并

添加随机噪声，获得降质图像 f ； 
2) 对图像采用周期边界条件，并由高斯模糊核

函数h得到矩阵K，此时K是一个循环与循环块的块

矩阵，即BCCB矩阵(详细计算参见文献[12])； 

3) 先初始化 0 0a u= ， 0u f= ，按第二代Curvelet
变换域局部阈值收缩公式式(13)和式(22)求解， *K
和K是阶数很大的矩阵，在计算 * fK 和 1* na −K K 时

由文献[12]知，可不存储 *K 和K，由第一列用傅里

叶变换可计算； 

     
      a. 降质磁共振图像             b. 本文方法的复原图像 

 
  c. 图像迭代过程中的SNR 

 
   d. 图像迭代过程中的RMSE 

      图1  人脑核磁共振图像的复原及其算法收敛曲线 

4) , ( 1,2 )n na u n= =  ，按步骤3)中的方法迭代。 

实验用Dell optiplex 755(内存1G、Windows XP)
的PC机在matlab7.04环境下完成的。经多次试验取

1.75λ = ， 1s = 。  
人脑核磁共振图像用模糊核函数半径为7、方

差为5的高斯函数模糊，再添加方差为25的白噪声

获得降质图像，降质图像的SNR为2.78 dB，如图1a
所示；用本文算法复原图像的SNR为17.93 dB，图

1b为迭代25次的图像，耗时17.56 s；从图1 c和图1 d
可以看出，迭代11次算法就收敛了，在1～11次的

迭代过程中SNR逐渐增大，均方差逐渐减小，11次
以后SNR和均方差都趋于稳定不变，即迭代算法已

经收敛了。 

   
       a. 降质的LENNA图像          b. 本文方法的复原图像 

   
  c. LHLLAV横型复原的图2a图像        d. 降质的SIR图像 

    
     e. 本文方法复原图2d图像     f. LHLLAV模型复原的图2d图像 

图2  国际标准图像LENNA和SIR的复原 

大小为256× 256的LENNA图像用半径为7、方

差为9的高斯函数模糊，再添加方差为35的白噪声获

得的降质图像，用本文提出的模型复原图像，降质

图像的信噪比为1.78 dB，已经是非常严重的降质图

像，如图2a所示，本文模型复原信噪比为15.50 dB，
如图2b所示，耗时17.39 s；LHLLAV模型复原的SNR
为14.46 dB，如图2c所示，耗时27.96 s。大小为

128×128的SIR图像用模糊核函数半径为7，方差为5
的高斯函数模糊，再添加强度为0.12椒盐噪声获得
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降质图像，降质比较严重，如图2d所示；本文算法

复原的SNR为12.83 dB，图2e为迭代30次的图像，耗

时11.25 s；LHLLAV模型复原的SNR为11 dB，如 
图2f所示，耗时19.89 s。 

分析实验结果，可得出以下结论：同等情况下

本文算法都要比LHLLAV模型的信噪比高，且算法

复杂度低于LHLLAV模型。但是本文模型不能用于

盲复原，要求点扩散函数h已知(即K已知)，在实际

应用中首先要辨识出h。本文模型对椒盐噪声的复原

不是很有效。 

6  结 束 语 
在回顾和总结TV模型、DT模型、Jiang模型和

LHLLAV模型图像复原方法的基础上，提出了在 

,p qGβ 光滑空间上的图像复原模型，详细推导了新模

型在 ,p qGβ 空间通过第二代Curvelet收缩求解过程，并 

得到了一个关键性的收缩求解公式，避免了求复杂

的高阶偏微分方程，从本文实验中可以看出良好的

复原效果。  
图象复原最初是维纳滤波和小波域等一系列频

域方法，近几年是偏微分方程为主线的以TV模型为

代表的正则化时域方法。最近人们又把超小波

(edgelets、wedgelets、Ridgelet、curvelets和contourlets
等)引入到图像复原中，可以预见变分泛函和超小波 
相结合，在Besov， ,p qGβ 等新型空间建立赋予新含义 

的图像复原方法成为即将到来的又一个主流方法。 
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